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Forord

Nzervaerende bog er skrevet med henblik pa det ialginne i matematik i gymnasiet og pa
HF. Den giver dels ehistoriskog dels eraksiomatiskintroduktion til de komplekse tal. Ved
denne kombination tydeligggres to grundleeggende nogpet forskellige matematiske
arbejdsformer. Den ene er den, der forer fra détivé ideer frem til den feerdige teori. | den
anden begynder man med den feerdige teori, somdsrkastes en preecis matematisk analyse.
De to arbejdsformer stgtter og supplerer hinandeg, ingen af dem kan undveeres.
Legemesbegrebet fungerer som deres faelles baggrund.

Til den historiske introduktion benyttes en enesti&ematematisk afhandling fra 1797, hvori
den dansk-norske landmal€aspar Wessesom den fgrste i verden gav de komplekse tal en
logisk holdbar geometrisk og algebraisk repreesiemtaEt uddrag af denne meget lsesevaerdige
afhandling gennemgas i detaljer og findes gengiappendiks.

Det har ikke veeret min hensigt at give en fuldstgerelegarelse for de komplekse tals historie.
Leeseren skal heller ikke forvente at stifte bekskath med de mangfoldige teoretiske og
praktiske anvendelser. En deekning af disse omriégiger uden for bogens rammer og ville

desuden tilslgre den overordnede idé. Bogamdserbegreenser sig det rent algebraiske.

Hvis bogen benyttes til klasseundervisning, kangabefalehgijtlaesningog sméelevforedrag
som gode og effektive midler til at komme igennem ldlt vanskeligere dele af teksten.
Hagijtleesning er en gammeldags og ofte ugleset pagkgmetode, som efter min mening
fortjener en renaessance. Ved at lade elevernedgeatébogen, er man ikke alene sikker pa, at
de faktisk far laest teksten, men de bliver ogsdenfientrolige med de sveere matematiske ven-
dinger, og leereren har mulighed for ved hyppigeyafelser at diskutere indholdet af det laeste
med eleverne, mens det endnu star i frisk erindring

Materialet til bogen har i forskellige udformningerseret brugt dels ved Matema-
tikleererforeningens regionalkurser og dels somfrialgmne pa Amtsgymnasiet i Sgnderborg. |
denne sammenhaeng vil jeg at rette en varm takinikollega, lektor Thomas Broue Jensen, for
hans opmuntrende interesse for emnets matemaiisgesdagogiske aspekter og for hans hjeelp
med at afprgve teksten i den praktiske undervisning

Desuden vil jeg takke alle, som har bidraget mideréitur og frugtbare samtaler. Af disse vil jeg
navnlig fremheeve lektor Christian Thybo, Thistedagister Henrik Meyer, Birkergd,
universitetslektor Kirsti Andersen, Arhus, lektdefming Jargensen, Neestved, Det Kongelige
Bibliotek, Kgbenhavn, og - ikke mindst - min forlgeg og kollega, lektor Preben Frederiksen,
Segnderborg, som har ansporet mig til bogens feepdgdse, og som har fanget en del fejl i
manuskriptet.

Senderborg i maj 1995
Jorgen Ebert
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|. Tallenes udvikling

Tallene er alle tings vaesen, sagde Pythagorasnitéaue, at vejen til sjeelens friggrelse 1a i et
studium af de talmaessige forhold, som gar natulext harmonisk kosmos. Selv om vi nu til
dags - cirka 2500 ar senere - nok ikke ville udtgyks helt pA denne made, ma vi indrgmme, at
tallene spiller en vaesentlig rolle for vores foets@ af verden. Vi har opnaet sa stor fortrolighed
med dem, at vi er tilbgjelige til at betragte desmsevige og naturgivne. Men den opfattelse er
forkert.

Ideen om tallene er skabt af mennesker, som gedn@isinder har forbedret regnekunsten. Den
mest betydningsfulde drivkraft har veeret skifterdaturers forsgg pa at forklare naturens
forskelligartede feenomener som for eksempel arsteerytme og manens bevaegelser. Men
ogsa rent praktiske ggremal har inspireret. Oldtdslen har haft brug for at holde styr pa an-
tallet af husdyr, og sgfareren behgvede en vis formavigation.

Alle disse aktiviteter involverede beregninger, sbiev mere og mere avancerede i takt med
naturvidenskabernes udvikling. Nar kravene tiletaéls anvendelighed steg, matte man udvide
og forbedre foreeldede talsystemer. De reelle tal @erfor betragtes som en kulturel
frembringelse, der har veeret undervejs, siden deef@ivilisationer opstod.

Historien slutter ikke med de reelle tal. For kipar hundrede ar siden lykkedes det at udvide
dem, sa vi i dag har en endnu mere anvendeligruktst til radighed - de komplekse tal.
Folgende oversigt fremhaever i steerkt forenklet farogle af hovedpunkterne i tallenes
regnemaessige udvikling frem mod de komplekse tal.

De naturlige tal
Den mest primitive af de saedvanlige talmeengdersenguen af naturlige tal:

N={123..}.
De kaldes ogsa teelletallene, fordi det er dem, brager, nar man teeller. Men de kan ogsa i
begraenset udstreekning bruges til aritmetiske opeeat De naturlige tal er stabile over for
addition og multiplikation i den forstand, at sasaimmen som produktet af to naturlige tal altid
er et naturligt tal. Men stabiliteten er langt filstraekkelig til at sikre, at alle additive eller
multiplikative problemstillinger kan lgses inden fmeengden af de naturlige tal. Et sa simpelt
problem som »Hvis jeg leegger 5 kroner til min foenhar jeg 3 kroner. Hvor stor er min
formue?« har ingen lgsning. Med andre ord: derefnikke noget naturligt tak, som
tilfredsstiller ligningens + x = 3. Heller ikke ligningerb + x =5 har nogen lgsning.

De hele tal

For at kunne Igse alle ligninger af formar x =b er det ngdvendigt at udvide talmaengden til
ogsa at omfatte nul og de negative hele tal. Defnaedi meengden af alle de hele tal:

z={..,.-3,-2,-1,0,1,23.}.

De hele tal er - ligesom de naturlige - stabilerdee addition og multiplikation, og man kan
lose alle additive ligninger inden for denne maendden de multiplikative problemstillinger
kniber det stadig med. Eksempelvis har problemetmwpersoner har delt tre kager. Hvor meget
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Kapitel I. Tallenes udvikling

fik de hver?« ingen lgsning. Det er det samme sorsige, at ligningenb[x =3 ikke til-
fredsstilles af noget helt tal.

De rationale tal

Man kan kun Igse alle ligninger af typahx =b meda# 0, safremt man udvider talmaengden
til ogsd at omfatte alle braker med heltallig teell® neevner. Denne maengde kaldes de
rationale tal:

Q={|adZC b0 ZC a* .

De rationale tal indeholder de hele tal, thi ekailigt helt tal kan opfattes som en brgk med
neevneren 1. Med denne udvidelse er man, forudexdi¢éive ligninger, ogsa i stand til at lgse
alle ligninger af formeralx =b, nar blota# 0. Neesten alle praktiske regneopgaver kan lgses
uden at forlade de rationale tal. Lommeregnere aygpuitere klarer sig endda med en ganske
lille del af de rationale tal, nemlig dem, der kskrives som endelige decimalbrgker med et
bestemt maksimalt antal betydende cifre.

De reelle tal

Den naeste udvidelse var dramatisk. Man opdagedéoriabldet mellem lsengderne af to
liniestykker ikke altid kan angives ved hjaelp afrationalt tal. Sddanne liniestykker kaldes
inkommensurable, og deres forhold siges at vaeatidmalt. Allerede 300 ar f. Kr. kendtes et
bevis for, at forholdet mellem diagonalen og ersiderne i et kvadrat er irrationalt (hvad er
dette forhold?).

a a b/a=?

a

Opdagelsen af de inkommensurable starrelser gvedeyemnemgribende indflydelse pa

erkendelsesfilosofien. Man havde hidtil vaeret oegrkt om, at alle naturens faanomener kunne
udtrykkes ved hjeelp af simple rationale tal, ogeatlen i hele sit vaesen var rational. | oldtidens
Graekenland havde medlemmerne af den navnkundigeryieeiske Skole viet hele deres liv

til studiet af den guddommelige natur set i lydetl@ rationale tal. Tallenes utilstreekkelighed

kom som et chok for disse mennesker. Overleverirglgar, at guderne lod pythagoreeeren
Hippasos omkomme ved et frygteligt skibsforlis, diorhan med sin opdagelse af de

inkommensurable stgrrelser kom dem for naer. Nogharheligheder er forbeholdt guderne.

Opdagelsen var den direkte arsag til en total omilaggaf den kurs, den graeske matematik
hidtil havde fulgt. Man matte indremme, at geonegtrébenbart var mere fuldkommen end
tallene, thi geometrien kunne jo fremvise leengdem ikke kunne udtrykkes ved noget tal.
Som konsekvens heraf helligede man sig geomefttienfarte i gvrigt til et yderst frugtbart ar-
bejde, som resulterede i den klassiske geometrihaeholdt sig naesten uaendret frem til vor
tid.

De reelle tal,R, indeholder foruden de rationale tal ogsa deianaie. Dermed har man faet
lukket de sidste huller pa talaksen. Til ethvemkiypd talaksen svarer et reelt tal, og til ethvert
reelt tal svarer et punkt pa talaksen. Det tedeetigrundlag for de reelle tal har veeret et
virkeligt stort problem, som farst er blevet Igéttjifredsstillende made i nyere tid.

Inden for de reelle tal er man i stand til at uklkey leengden af alle rette liniestykker og andre
geometriske stgrrelser som for eksempel forholdemellem en cirkels omkreds og dens
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Kapitel I. Tallenes udvikling

diameter. Desuden kan man inden RPigse alle ligninger af typex" =a, hvor nON og
alR,. Det vil sige, man kan uddragée-roden af alle positive tal. Men man kan ikkedtabe
kvadratroden af negative tal, og dermed har ligaingf +1=0 ingen lgsning. Det skyldes, at
x* altid - uanset veerdien af er stgrre end eller lig med 0. Altsd il +1 altid veere stgrre end
eller lig med 1, og derfor kam® +1 aldrig veere 0. Der er mange af den slags ligningem
ikke kan lgses, og man har efterhdnden affundetngid, at »sadan er det bare«. Nar man for
eksempel skal lgse en andengradsligning, beregarrfenst dens diskriminant. Hvis denne er
negativ, er der ikke noget at ggre: ligningen hgen lgsning.

De komplekse tal

Det ville lette mange beregninger, hvis det vdadil at uddrage kvadratroden &f. Beleert af
den allerede beskrevne udvikling, er det en nagtigg tanke at forsgge at udvide de reelle tal,
sdledes ak® +1=0 kan lgses. Ideen er i sig selv ikke mere revohgtiende end den, der farte
til de hele tal. Men regnetraditionen har reddegtatiibage i tiden, og den naturlige skepsis
over for alt nyt har veeret sveer at rokke pa netefpedounkt. Derfor betragtedes ideen om at
uddrage kvadratroden afil som neaesten keettersk.

Nogle kritikere argumenterede med, at talaksenll@resle var helt fuld af tal, sa hvor skulle
man finde plads tik'—~1? Andre var mere konkrete i deres kritik. For eksehiremfarte de, at
hvis +/-1 eksisterede, ville man kunne opstille fglgendmaaistridende regnestykker:

O VEIREI=EIE) = (- ¥ =V1= 1
(2) J1E/-1=J-T=-1

Pa trods af al skepsis og alle indvendinger haddgtvist sig bade muligt og yderst anvendeligt
at udvide talbegrebet. De komplekse @l repreesenterer en udvidelse af de reelle tal,ihvor
ethvert polynomium af mindst farste grad har etpookt. Derfor har specielt ligningen
x?+1=0 en lgsning, og derfor har det god mening at tatevo-1. Hvad de komplekse tal er
for nogle starrelser, og hvordan man regner med, dénfremga lidt efter lidt af de fglgende
kapitler.
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Il. Talstrukturer og legemer

| foregdende kapitel har vi set en stadigt voksdmtige af talmaengder:
NOZOQUOR.

Udvidelserne har hver gang veeret begrundet medebmsk at kunne udfgre flere og mere
avancerede beregninger.

Talstrukturer

Til hver af de naevnte talmaengder er knyttet to ireggarter, nemlig addition og multiplikation.
Generelt defineres enegneoperatoii en meengde som en forskrift, der til ethvert etdmar af
elementer i maengden knytter et element i meengdelditidn og multiplikation er altsa
eksempler pa regneoperatorer.

En struktur bestaende af en meentimmed regneoperatorerne addition og multiplikatidrviv

for kortheds skyld kalde dalstruktur. For at symbolisere samhgrigheden mellem maengglen o
de to regneoperatorer, skrives talstrukturen s@wh,+,[). De fire almindeligt kendte
talstrukturer er:

(N,+,D,(Z,+,D,(Q,+,)) og (R,+,D).

En talstruktur (T,+,0) siges at vaere endvidelseaf talstrukturen(S,+,[), safremtS er en
delmaengde af, og safremt summen og produktet af to vilkarligementerx ogy i S ikke
&ndres, dersom man opfatter dem som elementer i

For eksempel efZ,+,[) en udvidelse afN,+,[), fordi N er en delmangde &, og fordi
hverken summen eller produktet af to naturligestaldres, dersom man taenker pa tallene som
hele tal. Hvis de naturlige tals og de hele tatpnemperatorer ikke stemte overens pa denne
made, kunne3+5 give forskellige resultater afhaengigt af, om mafatede 3 og 5 som
naturlige tal eller som hele tal. En sadan konfiite vaere vanskelig at handtere og ber
naturligvis undgas. De ovenfor naevnte fire almiigiekendte talstrukturer udger en kaede af
udvidelser, som begynder méN, +,0) og slutter medR, +,0).

Nar man udvider en talstruktur, bgr man bestreepepaiat bevare formler og regneregler i
stgrst muligt omfang. Gennem lang tids anvendelske gamle regler godt indarbejdet, og man
foler sig tryg ved at bruge dem. Inden vi kasteu@s en udvidelse af de reelle tal, er det derfor
nedvendigt at fa et godt overblik over de regnenegler geelder for de reelle tal. Der er som
bekendt i tusindvis af sadanne regler. Eksemp&bisnaevnes:

- Formlen for kvadratet pa en to-leddet starrelse.
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Kapitel 11. Talstrukturer og legemer

- Nulreglen.

- Faktorernes orden er ligegyldig.

- Man dividerer med en brgk ved at gange med dereaodte.
- Den distributive lov.

Det kan synes ganske uoverkommeligt at skabe eblikever alle formler og regneregler.
Men heldigvis findes der en fiks udvej. En neermerdersggelse viser nemlig, at reglerne ikke
er totalt uafheengige af hinanden. Nogle af regldw®e man lade ude af betragtning, fordi de
kan udledes af de andre. Blandt de resterende kanmdske igen udelade nogle og sa videre.
Efterhanden kan man f& kogt regelsaettet ned tkoecentrat omfattende ganske fa regler,
hvoraf alle de gvrige kan udledes. Et sddant basgéilsaet kaldes eksiomsystenfaksiom =
grundseetning). Et aksiomsystem kan - lidt poetisemmenlignes med et frg, som i steerkt
koncentreret form gemmer pa alle egenskaberne ésadrdige plante. Hvis man kan bevise,
at en eventuel udvidelse af de reelle tal - foreeksel de komplekse tal - opfylder de fa
aksiomer, kan man ogsa veere sikker pa, at udvidelpéylder alle de gvrige regler, thi disse
kan jo udledes af aksiomerne.

Aksiomsystemet for et legeme

De reelle tals regneregler kan udtyndes til kunssaksiomer, hvoraf alle gvrige regler kan
udledes. Enhver talstruktur, som opfylder dissess@ksiomer, har de samme regnemaessige
egenskaber som de reelle tal, fordi egenskaberntuldsteendigt fastlagt af aksiomerne.
Sadanne talstrukturer kaldes legemer. De reellertaltsa per definition et legeme - men ikke
det eneste.

Mere praecist siges en talstruk{iM, +,[) at veere elegeme safremt fglgende seks aksiomer er
opfyldt:
Aksiom 1. M erstabil over for addition og multiplikation:
Ox,yOM:x+yOM
Ox, yOM: xtyOO' M
Aksiom 2. Addition og multiplikation ekommutativeoperatorer:
Ox,yOM:x+y=y+Xx
Ux, yO M: xOy= yLIx
Aksiom 3. Addition og multiplikation eassociativeoperatorer:
Ox,y,z0OM: (x+y)+z=x+(y+2)
Ox,y,zO M:(XOyOz= X{ ¥

Aksiom 4. Multiplikation erdistributiv med hensyn til addition:

Ox,y,z0OM: x[(y+2) =(x[y) +(x[2)
Aksiom 5. M indeholder etnulelementn og etételemente, som er forskellige, og som er
neutraleover for henholdsvis addition og multiplikation:

OxOM:x+n=x

Ox OM: x[k= X
Aksiom 6. Ethvert element M har etmodsatelement iM, og ethvert elementNl, som ikke er
et nulelement, har eeciproktelement iM:

UxOM Ly OM:x+y=n

OxOM\{ OyOM xOy= e
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Kapitel 11. Talstrukturer og legemer

Det fgrste aksiom - det om stabiliteten - sikrémgerken addition eller multiplikation kan fgre
til resultater, som ligger uden for maengdénDette aksiom kan i virkeligheden godt undveeres,
da definitionen af en regneoperator i sig selv esikstabiliteten. Aksiomet er taget med af
praktiske grunde.

De tre naeste aksiomer indeholder de klassiske ldgekommutative, de associative og den
distributive lov. Bemaerk, at der er en kommutatly en associativ lov for hver af de to

regneoperatorer, hvorimod der kun er én distributiv, som til gengeeld knytter de to

regneoperatorer sammen.

De sidste to aksiomer sikrer eksistensen af vitsmenter iM. Bemaerk, at aksiomerne kun
udtaler sig oneksistenseng ikke omentydighedenPa forhand kan man altsa ikke udelukke, at
et legeme kan veere i besiddelse af flere forsleltiglelementer eller ételementer. Ligeledes
kan man heller ikke pa forhand udelukke, at et elem et legeme kan have flere forskellige
modsatte eller reciprokke elementer. Ved en ngjedersggelse af aksiomerne kan man dog
fastsla, at flertydigheder af denne art er umulijesiomsystemet sikrer implicit entydigheden,
hvilket bevises i det fglgende. Men indtil da emwidt til at omtale disse elementer i ubestemt
form: vi siger for eksempat nulelement stedet fomulelementet

Hverken(N,+,[) eller (Z,+,[) er legemer. De naturlige tal mangler blandt amdetulelement,
og inden for de hele tal er det kun 1 eb, der har reciprokke elementer. Disse to talstmaktu
ma derfor siges af vaere regneteknisk utilstraek&elig

Men bade(Q,+,)) og (R,+,0) er legemer. Regnereglerne for de rationale talltsé praecis de
samme som for de reelle tal. Forskellen mellemod&lstrukturer er - som naevnt pa side 6 - at
de reelle tal er mere fuldsteendige end de ratipratstaet pa den made at de udfylder hele
talaksen. Det er netop denne egenskab, der gonugjt at udtrykke alle geometriske lsengder
ved hjeelp af reelle tal. Dette er ikke tilfeeldetchui rationale tal. Pa en »rational talakse« er der
i en vis forstand flere »huller«, end der er tar Eksempel mangley2 og . S&danne huller
umuliggar en kontinuert andring af en rational atael. Derfor kan man ikke ngjes med de
rationale tal, nar man arbejder med analytisk geéoretler med begreber som graenseveerdi,
kontinuitet eller differentiabilitet.

Egenskaber ved et legeme

Det fremgar af det foregdende, at i et vilkarligggéme geelder de samme regneregler som dem,
man kender fra regning med saedvanlige reelle thitte afsnit skal vi se nogle fa eksempler p3,
hvorledes disse velkendte regler kan udledes aéke aksiomer.

Man kan synes, at beviserne er ret pedantiske,deeskal de vaere. Man ma ikke glemme, at
pa det niveau, vi arbejder, kan vi ikke tilladeatsbenytte den erfaring, vi har fra den daglige
regning. For det farste er vi jo netop i feerd meédbevise, at de metoder, vi kender fra
hverdagen, er korrekte. For det andet arbejdered et totalt abstrakt legeme, om hvilket vi

intet véd, udover at de seks aksiomer gaelder. Viargstille os, at vi er strandet pa en gde @
kun medbringende seks stykker veerktgj - de sekisraks. Ved hjselp af disse - og kun disse -
er det vores opgave at udvikle de kendte regnaregle

Ifalge bemaerkningerne pa side 10 om eksistens tyglighed er det ikke pa forhand udelukket,
at der kan veere mere end ét nulelement eller nreteéeételement i et legeme. Nedenstadende
saetning viser imidlertid, at aksiomsystemet impbdkrer entydigheden af disse elementer.

Seetning
Et vilkarligt legeme har netop ét nulelement ogopedt ételement.

Bevis: Lad (M, +,[) veere et vilkarligt legeme. Ifglge aksiom 5 Mrmindstét nulelement.
Antag nu, an, ogn, er to nulelementerNl. Sa fas:
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Kapitel 11. Talstrukturer og legemer

n
=n +n, (n,erneutral over for addition)

=n,+n_ (den kommutative lov)
=n, (n, er neutral over for addition)

Dette viser, aM hgjsthar ét nulelement. Derfor hi netopét nulelement. PA samme made
bevises, aM har netop ét etelement. Hermed er saetningen bevist

Efter denne entydighedsseetning kan vi tillade asrahle et legemes nulelement og ételement i
bestemt form, og vi kan give disse elementer faatee uden fare for misforstaelse.

Definition
Det entydigt bestemte nulelement i et legeme betegmed 0, og det entydigt bestemte
ételement betegnes med 1.

Den naeste saetning beviser entydigheden af modsatieciprokke elementer til elementer i et
legeme.

Saetning
Ethvert element i et legeme har netop ét modsatezie og ethvert element forskelligt fra O har
netop ét reciprokt element.

Bevis: Lad(M,+,[) veere et vilkarligt legeme og ladveere et vilkarligt elementM. Ifglge
aksiom 6 hax mindstét modsat elementM. Antag, aty, ogy, er to modsatte elementer i
M. Sa geelder:

yl

=y, +0 (O er neutral over for addition)
=y, +(x+y,) (yerdet modsatte element &l )
=(y,+x)+y, (den associative lov)
=(x+y)+y (den kommutative lov)

=0+y, (y, er det modsatte elementil )
=y,+0 (den kommutative lov)
=Yy, (O er neutral over for addition)

Dette viser, ak hgjsthar ét modsat elemenM. Derfor harx netopét modsat elementhl. Pa
tilsvarende made bevises, at et vilkarligt elenielt \ {0} har netop ét reciprokt elemenbii
Hermed er saetningen bevist.

Ifalge ovenstaende saetning kan vi tillade os at eahdet modsatte element adpt reciprokke
element til et element i et legeme, og vi kan glisse elementer faste navne.

Definition
Det entydigt bestemte modsatte element til et etérre et legeme betegnes medk. Hvis
x # 0, betegnefl/x og< og x™* det entydigt bestemte reciprokke element.til

Da (Q,+,0) og (R,+,)) er legemer, og da anvendelsen af disse talsteikhar en lang tradition,

har der naturligt nok udviklet sig en del forkoedog lidt sjuskede - skrivemader, som med
fordel kan overfares til et vilkarligt legeme. Sigdickan man i kraft af den associative lov
tillade sig at undlade parenteser i rent additige ient multiplikative udtryk:
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X+y+z=(x+y)+z=x+(y+2)
xOyz=(xOyOz= X( Yl

Desuden lader man ofte multiplikationstegn og pser om rent multiplikative udtryk veere
underforstaede:

xy+zL=(xly)+(zlu).
Visse parenteser kan dddke undveeres. Dette geelder for eksempel parentesadieykkene:
x(y+2z)uog(x+y)(z+u).
Hvis alle addender i et rent additivt udtryk er ,eglfer hvis alle faktorer i et rent multiplikativt
udtryk er ens, benyttes de forkortede skrivemader:
nx=x+x+...+x (naddende)
X" = x[XO.. X ( nfaktorer)

| udtryk, hvori indgar modsatte eller reciprokkerakenter, bruges skrivemaderne:
X=y=x+(-y)
X

X = xmqyy) = xF = xqy?)
y y

Bemeerk, at man med disse skrivemader kan opsatteraktionsom en regneoperatoiM, og
division som en regneoperatorM \{0}. Disse operatorer siges at vaafedt af henholdsvis
addition og multiplikation.

Seetning
| et vilkarligt legemeg(M, +,[) geelder fglgende regneregler:

(1) OxOM: x[0=0

(2) DOxOM: (=) k=-x

(3) Ox,yOM: xOy=0= x=00y=0
(4) Ox,yOM: (X+ Yy’ =X+2xy ¥

Bevis for (1): Ladx veere et vilkarlige elementM, og lada betegne elementet(0. Vi skal s&
blot bevise, aa = 0. Dette gares ved hjeelp af falgende mellemregning:

a
=x[0D (definitionen afa )
=x[{0+0) (0 er nulelementet)
=x[D+ x[D (den distributive lov)
—at+a (definitionen afa )

Altsd era=a+a. Daa er et element i legemé, eksisterer det modsatte elementatil M.
Derfor kan vi addere-a pa begge sider af ligningen:

a=a+a

—a+(-a)=(at+ a+(—9 (additionaf- a)
=0=(a+ta)+(-a) (- aer modsat tilg)
=0=a+(a+(-a) (den associative lov)
=0=a+0 (—aer modsat tila)
=0=a (0 er nulelementet)
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Hermed er (1) bevist.

Bevis for (2): Ladx veere et vilkarligt element M. Vi skal sa blot bevise, dt1)[x er det
modsatte element %4, altsd atx + (—1) [x = 0. Beviset forlgber saledes:

X+ (=1)[x

=x+ x[{-1) (den kommutative lov)

=xA+ x[{-1) (1 er ételementet )

=x[1+(-1) (den distributive lov)

=x[0D (=1 er det modsatte element til 1)

=0 (bevisti (1))
Hermed er (2) bevist.
Bevis for (3): Ladx ogy veere vilkarlige elementerNl og antag, a[y=0. Vi skal sa blot
bevise, atx=0Ly=0. Hvis y=0 er vi feerdige. Vi kan derfor antage, y¥ 0, hvorefter vi
skal bevise, ak =0. Day # 0, eksisterer det reciprokke elemafit til y. Heraf falger:

xly=0

=(xI)y =00y’

= xUQyly") =y [0

= xM01=0

=x=0

Hermed er (3) bevist. Det overlades til laeseregwat rede for hvert enkelt trin i beviset.

Bevis for (4): Ladk ogy veere vilkarlige elementeM. Sa geelder:

(x+y)’

=(x+y)(x+y)

=(x+y)x+(x+yy

=X(X+ )+ x+ Y

= XX+ Xy+ yx+ yy

= X%+ Xy+ Xy+ Yy

=x2+2xy+ Y
Hermed er (4) bevist. Igen overlades det til lsasetegare rede for hvert enkelt trin i beviset.
Dette afslutter beviset for saetningen.
De regneregler, der er bevist i ovenstaende sagtglygler i et vilkarligt legeme, altsa ikke kun
i (Q,+,0) ogi(R,+,0), men ogsa i ethvert fremtidigt legeme. Seetningepdeingen made
udtgmmende men er blot ment som en illustratioraiafan med en passende portion flid vil
veere i stand til at genskabe alle de seedvanligesregler ud fra de seks aksiomer.

Det er forbavsende, at kun seks aksiomer er ngityen¥ed at bevise, at de fa aksiomer
geelder i en talstruktur, har man samtidig bevisglie de gamle regneregler geelder, og man
véd, at man kan regne med de nye tal, ganske sanemaant til.

Det skal dog naevnes, at aksiomsysteko@tbeskriver de rent regnemaessige egenskaber ved et
legeme. De reelle tal har andre egenskaber endatmiglger af aksiomsystemet. For eksempel
er de reelle tal underlagt en ordning, saledeshaeet par af reelle tak ogy, opfylder netop ét

af udsagnenex<y,x=y,x>y. Ordningen af de reelle tal er knyttet teet sammeed

regneoperatorerne. For eksempel geelder:
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Ux,yUR:x>0Ly>0=>x+y>0

Ox,yOR x>00 y> 0= xdy 0
og

OXOR x20= ¥>0

Imidlertid er det ikke muligt at definere en ordginet vilkarligt legeme, for eksempel ikke i de
komplekse tal.

@velser

Dvelse 1

Bevis, at fglgende regler er gyldige i et vilkarliggeme(M, +,0):
a) Ox,y,z0M:x+z2=y+z2=>Xx=Yy

b) Ox,yOMOzO M\{0}: xz= yz= x vy

c) DaOM\{0} ObOMLxOM: ax+ b=0

d) Ox OM: = (=-x)=x

e) DxOM\{G:(x")™*=x

f) Ox, yOM:(x+ y)(x- )= X- ¥

Dvelse 2

Det virker lidt irriterende, at man ved divisiontaisdselig skal udelukke 0 som divisor. Derfor
kunne det veere rart at finde et tallegeme, hvatisitin med 0 var tilladt. Men det kan man godt
opgive. Der findes nemlig ikke noget legeme, h@ohiar et reciprokt element. Bevis dette.

Hint: Beviset kan fares indirekte ved at antageMaer et legeme, hvori 0 har et reciprokt
elementa. Bevis derefter, at under disse forudsaetninged =t, og opna derved en modstrid
med aksiom 5.

Dvelse 3
Undersgg, om addition er distributiv med hensymitiltiplikation i (R, +,[).

@velse 4
LadK betegne meengdda + /2 [b| ad QL bl G}.

a) Bevis, at naK udstyres med den seaedvanlige reelle addition og sdedvanlige reelle
multiplikation, sa e(K, +,0) et legeme.

b) Bevis, atQ K 0 R, og at(K, +,[) er en udvidelse giQ, +,1).
Hint: Man kan bevise, at et vilkarligt elememt-+/2 [b i K har et reciprokt element< ved at

bevise, at ligninger{a++/2 [b)(x++/2[y) =1 har rationale Igsninger, safremt# 0Cb#0.

Dette kan ggres ved at omskrive ligningen til gminger med to ubekendte og derefter bevise,
at ligningssystemets determinant ikke er nul.
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Den farste, der gav en logisk holdbar fremstillefigde komplekse tal, var den dansk-norske
landmaler Caspar Wessel. Neerveerende kapitel farstaje at tegne et billede af personen
Caspar Wessel og dels at give en beskrivelse & samtid og nogle af de ideer, der dengang
var fremherskende.

Caspar Wessels samtid

Caspar Wessel, 1745-1818, er fgdt i Norge, somepétid var underlagt det dansk-norske riges
eneveeldige styre med hovedstad i Kgbenhavn. Atneft@et lyder bekendt skyldes dels hans
grandonkel, sghelten Peter Wessel, som bar adelshawrdenskiold, og dels hans bror,
digteren Johan Herman Wessel.

Perioden - den sidste halvdel af 1700-tallet - &atgplysningstidenForholdene i den vestlige

verden var preeget af store omveeltninger, hvoraf wemamerikanske frihedskrig og den
franske revolution hgrer til de mere dramatiske. @&hdret menneskesyn og en ny
samfundsopfattelse stillede krav om borgerrettigheflined og lighed. Alle gamle ideer blev
gjort til genstand for kritisk vurdering, og stadele af Europa kom ind i en voldsom kulturel
udvikling med nytaenkning inden for en lang reekkedmter: teater, litteratur, matematik, fysik,
kemi, filosofi, religion, statsleere og gkonomi.

Disse strgmninger ndede ogsa Danmark. Forud I&ndendrede ars eneveelde praeget af blind
lydighed over for Luthers ortodoksi og den enevgadkonge. Den almindelige befolknings
holdning havde hidtil veeret, at hvad Den Lille Kasenus ikke kunne forklare, skulle man ikke
spekulere over. Alligevel demonstrerede videnskaflere gange gennem de sidste par
hundrede ar, at den faktisk var i stand til at kamk nogle af naturens feenomener ud fra
almengyldige naturlove. Det bedste eksempel hempdNe@wtons Philosophiee Naturalis
Principia Mathematicdra 1687, som blandt andet indeholder lovene & klassiske mekanik
og for massetiltreekningen. Sddanne resultater ear tih- langt om laenge - at skabe en aendret
holdning og bane vejen for oplysningstanken - foid¢ store europaeiske lande som Frankrig
og Tyskland og senere i Danmark.

Oplysningstidens hovedidé var, at det matte veerégtrat frigagre sig fra gamle fordomme og
falske autoriteter. Alene ved brug af den sundetirville man veere i stand til at finde
objektive sandheder. | stedet for at frygte og elsdud burde man beundre Ham som den
geniale konstruktgr af naturens preecise urveerk. Kdutmer ikke med varsler i form af lynild
og jordskeelv, thi derved ville han seette sine egatirlove over styr. | Holbergs komedie
Erasmus Montanysler havde premiere i 1747, pastar Jesper Riddfagemaneformerkelser
varsler ulykke pa Jorden. Men han modsiges af g uliskussionslystne (og ret irriterende)
student, Erasmus: »Det gaar altsammen naturligikithi man kan udregne Formgrkelser.«

| slutningen af 1700-tallet - altsd pa Caspar Westd - oplevede danskerne i kraft af den
ggede sociale og kulturelle bevidsthed en reekke simveeltninger. Blandt disse kan naevnes
censurens opheaevelse, gennemfgrelse af landboreforfosdbud mod slavehandel og

stavnsbandets oplgsning. Det var ogsa i de ar, Plefoerg dristede sig til at skrive »Ordener
heenger man pa idioter, stierne og band man kuremdglr« - men det kostede ham dog ogsa
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en landsforvisning, hvilket var billigt sluppet sgtd baggrund af tidligere tiders
gengeeldelsesforanstaltninger.

Landmaleren Caspar Wessel

Da Caspar Wessel i 1763 efter endt studenterekséiyide til Kgbenhavn, blev han mgdt af
oplysningstidens kulturelle tgbrud. Han tog jurfidEmbedseksamen efter 15 ars studier. Den
lange studietid skyldtes at Caspar Wessel allegedée efter sin ankomst til Kgbenhavn fik
beskeeftigelse som korttegner for Det Kongelige Rangidenskabernes Selskab. Korttegnin-
gen blev Caspar Wessels livsgerning. Han avancdradeyt og hgstede megen anerkendelse
for sit omhyggelige arbejde. Hans storebror, dgtedohan Herman Wessel, som var af en
ganske anden natur, skrev om ham:

Han tegner Landkaart og laeser Loven.
Han er saa flittig, som jeg er doven.

At han har veeret flittig fremgar ogsa af Caspar $&kslevnedsbeskrivelse fra 1815, hvori han
blandt andet forteeller, hvad han lavede i sin stirti

| den Tid fra 1768 til 1779 har jeg tegnet de 4rBpdele af Sjelland, den gstlige
Halvdel af det generale Sjellandske Kaart, og Ketdver den nordlige Del af
Fyen, samt, foruden nogle enkelte Dele af Sjellapdhaalt den gstlige Halvdel af
Fyen.

Senere - efter endt juridisk embedseksamen - oprodltkortlagde Caspar Wessel blandt andet
Jylland, Slesvig, Holsten og hertugdgmmet Oldenbu@jfte klarede han det store
opmalingsarbejde helt alene pa trods af, at Vidabsines Selskab gav ham penge med til
betaling af lokal arbejdskraft. | et brev vedlagtaé sine nytegnede kort bad Caspar Wessel
lederen af den danske opmaling, professor Thomag&uom tilladelse til at beholde disse
penge selv:

Jeg tager mig herved den Friehed at tilsende Dé&felbyrdighed mit Kort, og
ynsker at det maatte finde Deres Biefald. Af Titddan sees at det er forfeerdiget
paa den Maade, at jeg ingen Dagleyere har haftdoen at bruge.

Jeg burde altsaa udbetale de Penge, som jeg tilBteg har oppebaeret; men jeg
stoler paa at Hr. Justitsraaden nu ligesom tilfdrar den Godhed at eftergive mig
denne Gield.

I mine yngre Aar var min Gage saa liden, at jeg ahgukunde leve deraf, og den
Gield jeg den Gang paadrog mig, streeber jeg nuetalle, inden jeg afgaaer.

Caspar Wessel har altsa ikke levet noget slaraffend det harde arbejde gik alvorligt ud over
hans helbred. Den ovenfor naevnte levnedsbeskrigkitier saledes:

1812 blev jeg af Gigt saa svag, at jeg neeppe kupae, men Etatsraad

Rosenvinge og hans Familie, som jeg er saa forburide deres mange beviste
Velgjerninger, overtalede mig til at flytte ind tllem, og der blev jeg ved bedre
Pleje, Leegemidlers Anskaffelse, og ved EtatsraamyB#&ljelp, saavidt helbredt, at

jeg til Ngd i dette Foraar kunde tegne et trigontnisk Skelet til de 4 ej endnu

udgivne Kaarter over Holsten.

| 1815 -tre ar far sin dad - fik Caspar Wesseldeittorset som belgnning for sit store og
trofaste arbejde med kortmalingen i Danmark.

Matematikeren Caspar Wessel
Caspar Wessel tog som naevnt juridisk embedseksakhem.var hverken landmaler eller
matematiker af uddannelse. Men arbejdet som lareiniihgte ham naturligvis i meget teet
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kontakt med matematiske problemstillinger. En laélirs opgave er at opmale leengder og
vinkler i landskabet og derefter udregne den ngjagtlacering af landskabets enkelte dele i et
gradnet. Der er altsa tale om geometriske beregningvori hovedelementerne er rette
liniestykker af forskellige laeengder og med forsigdlretninger.

Caspar Wessel regnede liniestykker med fortegns i betegner liniestykket fra punkt til
punktB, sa er-AB det samme liniestykke blot med modsat retning. \lletige —AB = BA. P&
samme made erAB et liniestykke, som er tre gange sa langt #Bnog med samme retning.
Liniestykket—3AB er tre gange sa langt sgkB men har modsat retning.

Det ses, at man kan forandre et liniestykkes leegdetning ved multiplikation med passende
reelle tal. Men det ses ogsd, at denne form faerigning desveerre kun kan endre et
liniestykkes retning fra fremadrettet til bagudeetbg omvendt. Man kan dreje et liniestykke
18C° ved at gange det med et negativt tal, men marikkanpd samme made dreje di&r . Be-
greensningen skyldes naturligvis, at de tal, man gange rette liniestykker med, enten er
positive, negative eller nul. Andre muligheder givieke.

Denne erkendelse af tallenes utilstraekkelighed@gmspar Wessel ideen til at forsgge at udvide
den almindelige opfattelse af tal og talregning. d&g lykkedes virkelig for Caspar Wessel at
finde nogle nye tal, som er mere righoldige endaelvanlige, og som kan bruges til at forandre
liniestykkers leengder og retninger ade mulige mader. Disse tal hedder de komplekse tal, o

end Caspar Wessel ikke selv brugte denne betegnelse

| 1796 samlede Caspar Wessel sine resultater fremdling pa et halvt hundrede sider, som
aret efter blev forelagt Det Kongelige Danske Vislabernes Selskab. | 1799 blev
afhandlingen trykt i Videnskabernes Selskabs Skritbens fuldsteendige titel er:

Om Directionens analytiske Betegning, et Forsggeadt fornemmelig til plane
og spheeriske Polygoners Oplgsning. Af Caspar Wdssetimaaler.

| sin levnedsbeskrivelse fra 1815 omtalte CaspasdMekortfattet sit arbejde med afhandlingen:

1796 fuldendte jeg de trigonometriske Operationdyliand, Slesvig og Holsten. |
samme Aar skrev jeg en Afhandling, hvori jeg folsam betegne rette Liniers
Direktion ved analytiske Tegn, og anvendte dis$espghaeriske og retlinede
Polygoners Oplgsning. Afhandlingen blev, etter &tdd Tetens's og
Kapitainlieutenant Hgyers gunstige Omdgmme optadete Dels 3 H. af det
Kongl. Vidensk. Selskabs Skrifter, trykte 1799.

Afhandlingens kvalitet er beundringsveerdig, ogsdnsed nutidens gjne. Den er resultatet af en

midaldrende landmalers store interesse for sit Bag. matematiske indhold angiver en elegant

lzsning pa et problem, som udlandets store matkematforgeeves havde keempet med, nemlig

at finde en konsistent geometrisk og algebraisksespntation af de komplekse tal. | afhand-

lingen beviste Caspar Wessel, at de seedvanligeregler, sdledes som de kendes fra de reelle
tal, ogsa geelder for de komplekse. Desuden denevad# han gennem avancerede geometriske
eksempler, hvorledes traditionelt vanskelige beireggr blev mere elegante, nar de komplekse

tal blev taget i anvendelse.

De komplekse tal kan bruges generelt til alle farfee beregning, ikke kun de geometriske.

Det var Caspar Wessel godt klar over, men for aheKeeseren for alt for abstrakte begreber,
ville han holde sig til geometriske anvendelserafthandlingens indledning skrev Caspar

Wessel:

Der gives endnu flere Starrelser end rette Linggr kunne tage imod omtalte
Relationer. Det var derfor ikke unyttigt, at forkda disse Relationer i
Almindelighed, og at indlemme deres almindelige r8egi Operationernes
Forklaring; men da baade Kienderes Raad, dettevBkindhold, og Foredragets
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Tydelighed fordre, ei at besveere Leeseren med sstaaate Begreb, befatter jeg
mig kun med de geometriske Forklaringer alene, ...

Caspar Wessel havde nok regnet med, at de nye tdéi@s regneregler ville blive mgdt med
skepsis fra professionelle matematikere. | nedensi& »forsvarstale« lagde Caspar Wessel
derfor stor veegt pé at forklare, at udvidelseralifeégrebet og regneoperationerne ikke pa nogen
made aendrede de saedvanlige regneregler. Det nydotaat regneoperationerne udstraktes til
at omfatte flere tal end de reelle:

Man har uden Tvivl holdt det for utilladeligt atrémdre noget i Operationernes
eengang antagne Forklaring. Og derimod er intet iatlvende, saaleenge
Forklaringen anvendes paa Starrelser i Almindelgshenen i enkelte Tilfeelde,
naar Starrelsernes egen Natur synes at indbydepgérationernes ngiere Bestem-
melse, og denne med Nytte kan anvendes, bgr saetraekaldes utilladelig; thi
gaaer man fra Arithmetiken over til den geometriskealysis, eller fra
Operationer med abstracte Tal til dem med retteidrinfaaer man Stgrrelser at
betragte, der vel kan tage imod samme, men ogsaa lamgt flere Relationer, end
de, som Tallene kan have til hinanden; om man demicdager Operationerne i en
vidtlgftigere Mening, og ei, som far, blot indskkandem til den Brug, at kunne
foretages med Linier af samme eller modsat Retnimgyy udstreekker nu deres
forrige indskreenkede Begreb noget videre, saa ablieer anvendeligt, ei alene i
samme Fald, som fgr, men ogsaa i uendelig mangeTidaelde; jeg siger om man
tager sig denne Frihed, og dog ei derved overtreedhr ssedvanlige
Operationsregler, saa modsiger man jo ikke derfen dgrste Leere om Tallene;
men man udfgrer den kun videre, lemper sig efier&sernes Natur, og iagttager
den Methodens Regel, der fordrer, lidt efter litlgasre en vanskelig Leere fattelig.
Det bliver altsaa ingen urimelig Fordring, at Opdi@nerne anvendte i
Geometrien tages i en vidtlgftigere Mening, end mham i Regnekunsten gav dem;
man vil ogsaa let tilstaae, at det paa den Maadea weere mueligt at frembringe
uendelig mange Forandringer i Liniernes Retning.

Afhandlingen burde have givet Caspar Wessel intemal bergmmelse, men sadan gik det
ikke. Der var hverken begejstring for afhandlingelter kritiske rgster imod den. Den
forventede debat udeblev fuldstaendig - ingen sphémve bemeerket den geniale lgsning pa et
vanskeligt problem. Abstraktionsniveauet var méafkehgijt for de hjemlige matematikere, og
desuden var afhandlingen skrevet pa dansk, sorafeestaeligt ude i Europa. | en oversigt fra
1843 over artiklerne i Videnskabernes Selskabs ft8krikan man om de matematiske
afhandlinger - heriblandt Caspar Wessels - laese, at

...de ere Monographier, hvis videnskabelige Betyglrikke er stor... de ere for
specielle til videre at omtales.

Mere tydeligt kan man vist ikke udtrykke mangleridestdelse, og Caspar Wessels arbejde har
da heller ikke haft nogen betydning for den videsiige udvikling. Farst omkring 100 ar
efter udgivelsen, i 1895, blev Caspar Wessels allivenm genopdaget, men da havde
franskmanden Argand og tyskeren Gauss alleredesdéant for en logisk korrekt fremstilling af
de komplekse tal. Hverken Argands eller Gauss'snsttabelige arbejder var dog sa fuldkomne
som Caspar Wessels. Man skulle helt frem til midi€d800-tallet, for de komplekse tal blev
almindeligt anerkendt i bredere kredse og accejpsera en gyldig del af matematikken.
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Caspar Wessel introducerede de komplekse tal vgiv@engeometriskdefinition af tallene og
deres regneoperatorer. Fordelen ved en geometdfhkittbn er, at den er konkret og let
forstaelig. Dens bestanddele er rette liniestyklengder og vinkler. Ulempen er imidlertid, at
man kun vanskeligt kan lade de nye tal indga i matiske udtryk og ligninger, sa lzenge de er
repraesenteret af geometriske objekter.

Derfor oversatte Caspar Wessel sine geometriskmititefier til algebraiskeformler. Den
algebraiske beskrivelse frigar i en vis forstandnge tal fra deres geometriske herkomst og
giver dem deres eget selvstaendige liv. Overgangearf konkret repraesentation til en abstrakt
algebraisk har vi madt far. Vi har veennet os titaahke pa begrebet 3 uden ngdvendigvis at
skulle teenke pa tre ting: tre blomster, tre faeretre liniestykker. Det abstrakte regnestykke
3+5=8 er meget mere anvendeligt end det konkrete "tred@ifem far er otte far". Ved at
abstrahere fra det konkrete undgar man at skulékigdén regnekunst for blomster, én for far
og én for liniestykker. | den algebraiske beskseebptreeder tallene som abstrakte starrelser.
Man kan give dem navne, og man kan lave formlem smtydigt beskriver nogle generelle
sammenhaenge, for eksempel w)’ = Z [ W.

Resten af dette kapitel fglger i store traek Ca¥pessels egen fremstilling med hyppige citater
fra hans afhandling, hvoraf de farste 10 paragrdifieles gengivet i appendiks side 42.

Geometrisk definition af komplekse tal

Rette liniestykker kan have alle mulige lsengderetpinger, hvorimod de reelle tal kun kan
antage to forskellige retninger, nemlig fremadtedtg bagudrettet. Retningen af et tal er fastlagt
af tallets fortegn. Tallenet3 og —3 har begge leengden 3, men det fgrste er fremadrette
(positivt), og det andet er bagudrettet (negathdt)is retningerne angives som vinkler, kan man
sige, at+3 har retninger°, og —3 har retningeri8C°:

18C°

[l [l & [l [l [l [l [l é [l [l
) hd ) ) )

5 -4-3-2-101 2 3 45
Caspar Wessels idéat tage Operationerne i en vidtlgftigere Meningik ud pa at ophaeve
forskellen mellem tal og rette liniestykker og alstreekke regneoperationerne til at omfatte tal
med alle mulige retninger i en to-dimensional plakke kun de fremadrettede (positive) og de
bagudrettede (negative). Disse nye tal udger deplekse tal.Et komplekst tal er altsa et
liniestykke med en vis laengde og en vis retning

De komplekse tal omfatter ogsa de reelle. Et tagker jo blot et liniestykke med retning@f
eller18C°. Nar man skal tegne et komplekst tal, parallekpder man som regel det tilsvarende
liniestykke, saledes at dets begyndelsespunktifal@men med 0 pa den reelle talakse. Ved en
parallelforskydning sendres hverken leengden elléningen, og dermed heller ikke det
komplekse tal. Nedenstaende figur viser placeringfenogle komplekse tal i den komplekse
talplan:
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3-tallet pa den reelle talakse markerer endepurafteet liniestykke (det komplekse tal), som
begynder ved 0, og som har leengden 3 og retnififerPa samme made ses,vater et
komplekst tal med en laengde pa omkring 3,7 og &ing pa ca24°.

Geometrisk definition af kompleks addition
Efter definitionen af de komplekse tal bliver dessste opgave at definere en fornuftig addition
af disse nye tal. Caspar Wessels definition lydéedes:

To rette Linier adderes, naar man farst fgier deaammen, saaledes at den ene
begynder, hvor den anden slipper, derefter dragerde sammenfgiedes farste til
sidste Punct en ret Linie, og antager saa denn@ésammenfgiedes Sum.

Til forklaring gav han farst et simpelt eksempeldmeelle tal:

Gaaer f. Ex. et Punct 3 Fod frem, og derefter 2 Etizhge, saa er disse to Veies
Sum ikke de fgrste 3 og sidste 2 Fod sammenfaiggle pen Fod frem er Summen,
for saavidt denne Vei, af samme Punct beskreversdrame Virkning, som begge
de to andre Veie.

T

T—=> 3+(-2>=1

[l [l [l [l [l
T T T v

54321012 3 4 5

- 0g derneest et mere generelt eksempel:

[l & [l

Ligeledes naar en Triangels ene Side straekkeraig fil b, og den anden fra b til
¢, maa den tredie fra a til c kaldes Summen, og bretagnes vedb + bc, saa at

ac ogab+bc have samme Betydning, ellac =ab+ bc =-ba+ bc, dersom ba er
det modsatte af ab.

Pa figuren nedenfor erogw to komplekse tal, og +w er deres sum. Det komplekse zadr
liniestykket fra punka til punktb, og det komplekse ta¥ er liniestykket fra punkb til punktc.
Summen af ogw da det komplekse tal, der begynder i pumky slutter i punkt.

Caspar Wessel forklarede derefter, at den kompla#idéion er emgeneraliseringaf den reelle
addition. Det vil sige, at hvis vi bruger den nyfidition til at addere to reelle tal, far vi samme
resultat, som hvis vi havde brugt den gamle resdldition. Ved beregning &+ (-2), som i
Caspar Wessels eksempel ovenfor, skal man ifglge e definitionen begynde med et
fremadrettet liniestykke af leengde 3 og i dettéeBtykkes endepunkt anbringe et bagudrettet
liniestykke af leengde 2. Summen er da det linidgtylder begynder i det fgrste liniestykkes
forste punkt og slutter i det sidste liniestykkaedste punkt, det vil sige et fremadrettet
liniestykke af leengde 1. Det betyder, @i3) +(—2) =+1, hvilket stemmer med den reelle
addition.
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Hvis z betegner et vilkarligt komplekst tal, sd2¢ 0 det samme liniestykke som thi nar et
liniestykke af leengde O leegges i forleengelse aédiykketz, sd er slutpunktet uforandret. Det
betyder, at O eneutral over for addition.

Hvis vi sammenfgijer et vilkarligt komplekst talmed det komplekse tal, som har samme
lzzngde sonz men med modsat retning, sa vil liniestykket, sdin fgazs farste punkt tiw's
sidste punkt, have laengden 0. Det vil sigew =0, hvoraf ses a er etmodsatelement tilz.

Ved betragtning af parallelogrammet pa nedenstaéigde ses, at den komplekse addition er
kommutativ

Z+wW = w+z

Den komplekse addition er ogaésociatiy hvilket illustreres af nedenstaende figur, hwito
diagonaler repraesenterer delsummersav ogw + (:

z+(w+q) 3 (Z+W)+q

Caspar Wessel argumenterede for den kommutativéeagassociative lov for addition ved i
stedet at argumentere for, at man kan danne sunaferange led uden at bekymre sig om
addendernes reekkefglge og uden at angive leddenppaginger, det vil sige uden at seette
parenteser:

Naar flere end to rette Linier skal adderes, falgasmme Regel; de forenes nemlig,
saa at farstes sidste Punct sammenfgies med dét ffrden anden, dennes sidste
med tredies fgrste o. s. v., derefter drages frtaRimct, hvor fgrste begynder, til
det, hvor sidste slipper, en ret Linie, og dennldés Summen af dem alle.

Hvad for en Linie, der skal tages for den farstg,hwilken for den anden, tredie

0.s.Vv., er ligegyldigt;... falgelig bidrager een af flere adderte Linier til

Positionens Bestemmelse af Summens sidste Puesadigneget, naar den er den
farste, som naar den er den sidste, eller hvad mr@elen den har til de andre

adderte; falgelig er Ordenen i rette Liniers Additiligegyldig, og Summen bliver
alletider den samme, fordi dens fgrste Punct ardagigen, og det sidste faaer
alletider samme Position.

Derfor kan ogsaa i dette tilfeelde Summen betegrezt de adderte Linier

forbundne med hinanden ved Tegnet +. Naar i en &iitk. Ex. den farste Side er
dragen fra a til b, den anden fra b til ¢, den tiefra c til d, men den fierde fra a
til d: saa kan seettesd = ab+ bc +cd.

Det bemaerkes, at Caspar Wessel ikke brugte betsgnel »den kommutative lov« og »den
associative lov«. Disse nhavne blev farst geengsefraetkomsten af den moderne algebra. Deri
skal man dog ikke lsegge, at Caspar Wessel varvi tuin hvilke regler, en anvendelig
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talstruktur skal opfylde. Men manglen p& navne santmldt med de prosa-agtigt formulerede
definitioner giver en anden struktur i udredelséntadlenes egenskaber end den, moderne
matematikere er vant til. Caspar Wessels redegwfersgyldigheden af den kommutative og

den associative lov fremtreeder saledes som én astgumentation, hvoraf det kan veere

vanskeligt at udkrystallisere de enkelte regler.

Geometrisk definition af kompleks multiplikation

Det hgrer til en af Caspar Wessels stgrste fortfene at det lykkedes ham at udvide
multiplikation af reelle tal til at omfatte alletréngsbestemte liniestykker. | den graeske oldtid
sagde man, at produktet af to naturlige tal fremk@maf den ene faktor, pA samme made som
den anden faktor fremkommer af enheden. | proddki8tfremkommer 3-tallet af enheden ved
at leegge denne sammen med sig selv tre gange.ebfiemkommer derfor af 5-tallet ved at
leegge dette sammen med sig selv tre gange. Det gva bekendt 15. Caspar Wessels
definition af kompleks multiplikation ligner dendgreeske sa meget, at man ma formode, han
har ladet sig inspirere af denne. Hans definitiatet:

Productet af to rette Linier maa i alle Maader kenformeres af den ene Factor,
som den anden er formeret af den positive ellepkibs Linie, der seettes = 1, det
er:

Forst maa Factorerne veere af den Direction, at égde kan optages i samme
Plan som den positive Unitet.

Dernaest maa i Hensigt til Leengden Productet forbdi til den ene Factor, som
den anden til Uniteten; og

Endelig, dersom man giver den positive Unitet, Bearne og Productet et feelles
farste Punct, skal Productet i Hensigt til detsriRed ligge i omtalte Unitets og
Factorers Plan, og afvige fra den ene Factor ligesaange Grader, og til
samme Side, som den anden Factor afviger fra Umitesaa at Productets
Directionsvinkel, eller Afvigning fra den positii¢nitet, bliver saa stor som
Summen af Factorernes Directionsvinkler.

Man forstar bedre, hvad dette betyder, nar mansestter definitionen til moderne matematisk
sprogbrug. Lad derfar ogw veere to komplekse tal, 14 og|w| betegne deres laengder, og lad
Uz og Ow veere deres retningsvinkler (Directionsvinkler)r Bbdefinere produktetlw, er det
tilstreekkeligt at fastlaegge produktets leengden| og retningd(z[w). Med disse betegnelser
lyder definitionen:

Produktet af z og w dannes ud fra z, pA samme magew dannes ud fra (den
positive Unitet); det vil sige:

Farst ma z og w have sadanne retninger (Directipnat de kan anbringes i
samme plan sorh

Dernzest, hvad angar laengderne, skal forholde sig til z, som w forholder sig til
1

|z [w| _M
17

Endelig, hvad angar retningerne, skalw afvige lige s& meget fra z, som w
afviger fral:

O(zlw)-0Oz=0Ow-01.

Definitionen bliver endnu mere forstaelig ved hjealpen lille omskrivning. Dd1j=1 og
1=0°, kan de to ligninger i definitionen skrives:
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|z0w =] 2[] w

O(zlw)=0z+Ow
eller med andre ord:

To komplekse tal multipliceres ved at multiplicdezes leengder og addere deres
retninger.

Ovenstaende definition er generaliseringaf den reelle multiplikation. Lad os som eksempel
beregne(+3) [(-5) ved anvendelse af den nye definition. Leengdernedult er3[(5=15, og
retningernes sum e°+18C°=18(° (d.v.s. bagudrettet). Altsa é#3) [(-5) = -15. For regne-
stykket (=3) [(-5) finder man tilsvarende, at leengdernes produk3[&=15, og retningernes
sum erl8C°+18C°=36(C° (d.v.s. fremadrettet). Derfor ér3) [(-5) = +15, hvilket stemmer med
den reelle multiplikation.

Hvis z er et komplekst tal med leengde 2 og retrdiag), ogw er et komplekst tal med leengde 3
og retning9C®, sa erzlw ifglge definitionen et komplekst tal med leend?i® =6 og retning
45°+90°=13%°. Pa en figur ser det saledes ud:

Bemaerk, at liniestykket bliver drejet45°, nar det bliver multipliceret mez Dette havde ikke
kunnet lade sig gare, hvishavde veeret et reelt tal. Den komplekse multipikager det altsa
muligt at forandre et liniestykkes retning pa marftpge mader end tilfeeldet er med reel
multiplikation. Caspar Wessel har dermed naet eleafnal, han satte sig i indledningen til sin
afhandling:

... man vil ogsaa let tilstaae, at det paa den Maade neere mueligt at frembringe
uendelig mange Forandringer i Liniernes Retning.

Det har ingen virkning at multiplicere et komplekst med 1, thi ifglge definitionen skal man
multiplicere tallets lsengde med 1 og addéretil tallets retning. Det vil sige, at 1 eeutral
over for multiplikation.

Lad nuz veere et vilkarligt komplekst tal med lzengdeg retningv. Hvis z ikke er 0, har det
mening at tale om det komplekse wglsom har lseengde ri6g retning—Vv. Produktet az ogw
har ifglge definitionen af multiplikation lsengdél/r =1 og retningv + (—v) = 0°. Det vil sige
z[w =1, hvoraf fglger, atv er etreciproktelement tilz.

Caspar Wessel gjorde ikke noget ud af at bevisedeat komplekse multiplikation er
kommutativ og associativ. Der er sadan set helkke ingdvendigt, thi den komplekse
multiplikation er jo defineret ved hjeelp af reelnigee-multiplikation og reel vinkel-addition.
Og da de reelle regneoperatorer vides at veere k@denutative og associative, ma dette ogsa
geelde den komplekse multiplikation. Hverken laengder produkt eller retningernes sum
aendres ved forandring af reekkefglgen eller paremes placering.

Et mere formelt bevis for delommutativdov for multiplikation kunne se saledes ud: Ladg
w veere to komplekse tal. Af definitionen af komplehsiltiplikation og af de kommutative love
for reel multiplikation og addition falger da:
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ztw =] 20 w=| Wi &=| W Iz
O(zOM=0z+Ow=0OwOz=0( Wk

Heraf ses, azlw og WLz har samme leengde og samme retning. Altsa er piotiukter ens, og
altsa geelder den kommutative lov for kompleks rplikation.

Pa samme made kan man bevise aksociativdov for kompleks multiplikation: Lad, w og g
veere tre komplekse tal. Af definitionen af kompleksltiplikation og af de associative love for
reel multiplikation og addition fglger da:

z0(wia=[ 21 w ¢=| &(| w| g
= (I20w) O =| 20T ¢=[( D WO

0g
O(zl(wlqg))=0z+0O(wlqg)=0z+ (Ow+0q)
=(0z+0Ow)+0Og=0(Z0wW+0 = O Z2WO Y

Heraf ses, az[(w[q) og(z[w)[q har samme lzengde og samme retning. Altsa er dettgk
ens, og altsa geelder den associative lov for kaksptaultiplikation.

Algebraisk beskrivelse af komplekse tal

Hvis man kunne overseette de geometriske definitibhet algebraisk sprog, ville man kunne
regne med liniestykker, som om det var almindetiregning, og man ville ikke veere sa
afhaengig af geometriske prgvefigurer, som jo &ltid vil vise et eller andet specialtilfeelde og
derfor aldrig veere generelle nok. Om de muligheder,abner sig ved en algebraisering af de-
finitionerne, skrev Caspar Wessel:

Men just derved opnaaes (som siden skal bevises)eee, at alle umuelige
Operationer kan undflyes, og den paradoxe Seetnaigdet Muelige maa
undertiden sgges ved umuelige Midler, kan oplysesy ogsaa at Directionen af
alle Linier i samme Plan kan udtrykkes ligesaa stigk, som deres Laengde, uden
at Hukommelsen bebyrdes med nye Tegn eller Re@gr.da det synes
upaatvivleligt, at geometriske Saetningers almimggeRigtighed ofte bliver lettere
at indsee, naar Directionen analytisk kan betegoegsunderkastes de algebraiske
Operationsregler, end naar den ved Figurer, og kuenkelte Tilfeelde, skal
forestilles: saa synes det ogsaa ei alene tillafielnen endog gavnligt, at betiene
sig af Operationer, der udstraekkes til flere Liniend de ligestilte (de af samme
Retning) og de modsatte.

Caspar Wessels naeste opgave var altsa at givgeraisk beskrivelse af de komplekse tal og
deres regningsarter. Vi begynder med at finde getkahisk udtryk for et vilkarligt komplekst
tal. Dette forgar hos Caspar Wessel i tre tempstfindfgres en ny enhed, derngest udledes et
udtryk for et komplekst tal af leengde 1 og til skitudtryk for et komplekst tal af vilkarlig
laengde.

Enheden for de reelle tal er tallet 1. Enhedengierer per definition 1, og dens retning0ér

Et vilkarligt reelt tal kan opfattes som et multipi af denne enhed. For at beskrive et vilkarligt
komplekst tal i den to-dimensionale talplan er oheidlertid ngdvendigt at arbejde med to
enheder. Som den nye enhed valgte Caspar Wesskobnigiekse tal, som har leengden 1 og
retningen90°. Denne enhed, som han kaldténtroducerede han saledes:

Lad +1 betegne den positive retlinede Unitet, g en vis anden Unitet, der er
perpendicular paa den positive, og har samme Begygaedpunct: saa er
Directionsvinkelen afr1=0, af -1=18C°, af +& =9C°, af — =-9C° eller 27C°;

og i Fglge den Regel, at Productets DirectionsvidteSummen af Factorernes,

- side 24 -



Kapitel IV. Caspar Wessels komplekse tal

bliver (+1)[(+1)=+1, ()I(-)=-1, (-DI[(-1)=+1, (+1)[(+€)=+¢e,
(+Dl(-e)=-¢, (-Dl(+e)=-¢, (-Di(-e)= +¢, (+e)l(+g)=-1,
(+e)[(-&)=+1, (-¢&)[(-¢&)=-1

Hvoraf sees at bliver =+/-1, og Productets Afvigning bestemmes saaledes, at ei
een eneste af de almindelige Operationsregler csaghes.

Laeg specielt maerke t{i+€)[(+€). Leengdernes produkt éil=1, og retningernes sum er
90°+90°=18C°. Alts& er(+¢)[(+£) = -1, sdledes ate er en lgsning til ligningex?* +1=0.
Pa samme made ses, at ogsa er en lgsning til denne ligning. Caspar Wessel dltsa
uddraget kvadratroden afl og fundetto tal: +€ og —¢. At /-1 ikke repraesenterer ét tal, men
to, forklarer igvrigt det regnemaessige paradoks, sonzaevnt pa side 7.

Inden for de reelle tal defineres kvadratrodentaflesom depositivetal, der multipliceret med
sig selv giver tallet under rodtegnet. Komplekdeetamidlertid hverken positive eller negative.
Det har ingen mening at tale om pa hvilken sideuf et komplekst tal befinder sig, thi det kan
jo have alle mulige retninger i forhold til nul. Ber ma man inden for de komplekse tal
definere kvadratroden af et tal saie tal, der multipliceret med sig selv giver talletder
rodtegnet. Beliggenheden af de to veaerdievaf ses pa figuren:

+€

Vi har nu to komplekse og indbyrdes ortogonale deher1 og +&. De hedder henholdsvis den
reelle enhedbg denimaginaere enhedetegnelsen imagineer (indbildt) stammer fra tifen
man fik en geometrisk forstaelse af de kompleksDal opfattede max/'—1 som et uforklarligt
fantasi-tal, som af og til kunne optraede i mellegnieger, og som nogle gange kunne fare til
fornuftige slutresultater.

Lad nul veere et vilkarligt komplekst tal med leengde 1 emingv. Sa erl det liniestykke,
som begynder i enhedscirklens centrum og sluttairgélperiferien, og som er drejet vinklen
i forhold til den reelle enhed. Liniestykkéter derfor summen af liniestykkebsv, som er
parallelt med den reelle talakse, og liniestykkeinv, som er ortogonalt pa talaksen:

+€
{ =cosv +esinv
£sinv
Y
-1 0 cosv 1
—-€
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Et vilkarligt komplekst tal med leengde 1 og retninkan altsa skrives pa formaosv + esinv,
eller med Caspar Wessels ord:

| Overensstemmelse med §. 1 og 6 er den Radiusbsegymder fra Centrum, og
afviger fra den absolute eller positive Unitet \@fén v, saa stor som
Cos.V+Esin.v.

Lad nuz veere et vilkarligt komplekst tal, og lacbg v veere henholdsvis laengden og retningen
af z. Hvis kateterne i den retvinklede trekant i ovéestle figur g@res gange starre, bliver de
henholdsvis Lcosv ogr [esinv. Derved bliver ogsa hypotenusegange starre og far falgelig
veerdienr [(cosv + £sinv). Men ifglge definitionen af addition er denne higmuse lig med
summen af trekantens to kateter. Altsa ma der gedigmsv + €sinv) =r [cosv +r [gsinv. Da

r har leengden og retningerD°, og dacosv + £sinv har laengden 1 og retningenfalger det af
definitionen af multiplikation, at det kompleksd ta (cosv + €sinv) har leengdenm [1=r og
retningen0°+v =v. Tallet har altsd samme leengde og samme retnimg g ma derfor veere
lig medz, det vil sige

z=r[(cosv+esinv)=rlcosv+resinv.

Denne udledning af det generelle algebraiske udtoyket vilkarligt komplekst tal ligner til
forveksling Caspar Wessels egen:

Cosv+esinv er i Fglge 8. 7 en Cirkels Radius, hvis Leengde & og Afvigning
fra cos.0° er Vinkelen v; Deraf fglger at.cos.v+r.sin.v betegner en ret Linie,
hvis Laengde er r, og hvis Directionsvinkel er =thi; naar en retvinklet Triangels
Catheter bliver r gange starre, saa bliver ogsagéthenusen r gange starre, og
Vinklerne uforandrede; men Catheternes Sum er igéa. 1 saa stor som
Hypothenusen, altsaa earlcos.v+rlesin.v=r(cos.v+¢gsin.v). Dette er altsaa
et almindeligt Udtryk for enhver ret Linie, der digr med Liniernecos.0° og
€sin.90° i samme Plan, afviger fraos.0° Graderne v, og har Leengden r.

Det kan maske undre, at Caspar Wessel inddrog rédede trekanter i sin argumentation i
stedet for blot at gangeind i parenteseficosv + €sinv). Forklaringen er naturligvis, at Caspar
Wessel endnu ikke havde undersggt gyldigheden af digtributive lov for regning med
komplekse tal.

Vi har hermed bevist, at et vilkarligt komplekst takan skrives pa den algebraiske form
Z2=rcosv+resinv, hvorr ogv er henholdsvis leengden og retningen. af

Hvis a og b betegner de reelle talcosv og rsinv, far z den mere kompakte form=a + €b.
Tallenea ogb kaldes henholdsvigaldelenogimagineerdeleraf z

Algebraisk beskrivelse af kompleks addition

Den komplekse addition er bade kommutativ og asswc(se side 21). Derfor er det ikke
vanskeligt at finde en algebraisk formel for konkgleaddition til aflasning af den sprogligt
formulerede geometriske definition pa side 20.

Lad a+¢€b og c+ed veere to vilkarlige komplekse tal, hvayb, c ogd er reelle. Sa er deres
sum lig med(a+c)+¢e(b+d), thi af den kommutative og den associative lov dddition
folger:
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(a+eb)+(c+ed)

=((a+eb)+c)+ed (den associative lov)
=(a+(eb+ ) +ed (den associative lov)
=(a+(c+eh))+ed (den kommutative lov)
=((a+c)+eb)+ed (den associative lov)
=(a+c)+(eb+ed) (den associative lov)
=(a+tc)+e(b+ d (se nedenfor)

Sidste skridt i udledningen folger af, at liniedtgkneeb + ed og €(b + d) begge bidrager med
stykketb +d i €'s retning. Hermed er det bevist, at man adder&otoplekse tal ved at addere
deres realdele og imagineerdele hver for sig. Dgelahiske formel for kompleks addition
involverer hverken punkter, leengder eller vinkler:

(a+eb)+(c+ed)=(a+c)+e(b+d).

Caspar Wessels gjorde ikke noget seerligt ud af elémmmel men fulgte blot en generel regel
om regning i flere dimensioner, som han sandsyidigar kendt fra sit arbejde som landmaler:

Er summen af flere Leengder, Breder og Hgider =a@, & Summen af Laengderne,
den af Brederne, og den af Hgiderne, hver iseer = 0.

Dette betyder - i to dimensioner - at hvis flereédstykker danner en lukket kreds og dermed har
summen 0, s& ma summen af deres realdele og deagineerdele hver for sig veere nul. Da
liniestykkernea + b og ¢ +&d sammen med det liniestykkex — ey, som er det modsatte af
deres sum, danner en lukket kreds, felger af osense princip, ata+c-x=0 og
b+d-y=0, eller med andre ord=a+c ogy=b+d.

Algebraisk beskrivelse af kompleks multiplikation

Som forberedelse til fremstillingen af en formet kmmpleks multiplikation betragtede Caspar
Wessel produktet af to komplekse tal med leengd8atianne tal kan ifglge det foregdende
skrives somcosv + £sinv og cosu + £sinu, hvorv og u betegner de to tals retninger. Da begge
tal har leengden 1, faglger af definitionen af korkplenultiplikation, at produktet har laengden

1[1=1. Og da de to tals retninger er henholdswvixy u, er produktets retning + u. Produktet

er altsa det komplekse tal, der har la&engden 1toggenv + u:

(cosv + gsinv) [(cosu + €sinu) = cos(v + u) + €sin(v + u).
Caspar Wessels egen udledning af dette resultafikmtes ud:

Men i Fglge 8. 4 skal Productet af to Factorer, tafaen ene afviger fra Uniteten
Vinkelen v, og den anden Vinkelen u, afvige framsantnitet Vinkelerv+u.
Altsaa naar den rette Liniecosv+esin.v multipliceres med den rette Linie
cos.u+esin.u, bliver Productet en ret Linie, hvis Directionsk&l er v+u.
Folgelig kan Productet efter 8. 1 og 6 betegnesoged v + u) +esin.(v +u).

Dernzest gik Caspar Wessel i gang med at beregmeslatte produkt pa en ny made:

Dette Produc{cosv+esiny) [{cosu+esinu) eller cos.{+u) +esin.(v+u) kan endnu
udtrykkes paa en anden Maade, nemlig ved at adderen Sum de partielle
Producter, som udkomme, naar hver af de addertet,ihvis Sum udgigr den ene
Factor, multipliceres med hver af dem, hvis Sumarddgen anden. Saaledes bliver
(cosv+esiny) [{cosut+esinu) = cosy [osu —sin.v[sin.u + g(cosviSin.u+cosul]
sinv) i Folge de to bekiendte trigonometriske formdémss.{+u) = cosvidosu —
sinviSinu, og sin.(~+u) = cosviSinu + cosul8iny. Disse to Formler kan med
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Ngiagtighed og uden stor Vidtlgftighed bevisesdlbe Tilfeelde, enten hver af
Vinklerne v og u, eller een alene er positiv, nagatarre eller mindre end en ret.
De Seetninger, som af samme to Formler udledes, fblgelig ogsaa deres
Almindelighed.

Det, Caspar Wessel her siger, er, at produkteoaf + €sinv og cosu + esinu kan udregnes
ved at multiplicere hvert af leddene i det ene yldined hvert af leddene i det andet. Denne
pastand ville veere ganske triviel, hvis gyldighedémen distributive lov allerede var bevist,

- men det er den ikke! Derfor ma vi finde andre ejdvCaspar Wessel klarede problemet ved at
henvise til fglgende to trigonometriske formlemrser velkendte - i hvert fald for en landmaler:

cos(v +u) = cosvecosu — sinvsinu
sin(v+u)= cosv sinu+ cosl Siv

Ved hjeelp af disse formler kan vi regne videre padpktet:
(cosv +¢sinv) [(cosu +esinu)
=cosfv+u)+e sinfb+ u)
=(cosv cosl— sitv si ¥€ (cog sik cas sin )

Resultat i sidste linie er ikke naer sa peent og kkhpom det foregaende, men det var heller
ikke hensigten. Formalet med omskrivning er derinaddseette os i stand til at kontrollere,

hvorvidt det er sandt, at man bare kan gange psente sammen ved at multiplicere hvert af
leddene i den ene parentes med hvert af leddear adden. Hvis vi pregver at multiplicere pa

denne made far vi:

(cosv +esinv) [(cosu + esinu)

=COosv COsI+€ CO¥ sim+e sim cas-g®  sin sin
=COSvV CO%I+€ CO¥ Sim+€ Sim cas s sin
=(cosv cosl— siv sim & (cog si+ cas sin )

hvilket ses at stemme med det korrekte resultatfoveKonklusionen er altsd, at det er tilladt at
gange de to parenteser sammen pa saedvanlig maket ifald nar de to faktorer har laengden
1.

Caspar Wessel er nu kommet sa vidt, at han kant&fsin sggen efter en algebraisk formel for
kompleks multiplikation med fglgende saetning:

Betegne a, b, ¢, d directe Linier af hvilken Leengden helst, positive eller
negative, og de to indireci@+ b og c +¢ed ligge i samme Plan som den absolute
Unitet; saa kan deres Product findes, endogsaa rieres Afvigning fra den
absolute Unitet er ubekiendt; man behgver nemlig &umultiplicere enhver af de
adderte Linier, der udgigre den ene Sum, med enalvglem, som udgigre den
anden, saa vil disse Producter adderte udgigre siegte Product baade i
Henseende til Laengden og Retningen; saa at
(at+eb)l(c+ed)=ac—bd+e(ad+bc).

Seetningen siger dels, at produktet- eb) [(c + &d) af to vilkarlige komplekse tal kan udregnes
efter formlenac — bd + €(ad + bc) og dels, at man far det samme resultat ved ateghwert af
leddene i den ene faktor med hvert af leddene iadwien. Caspar Wessel beviste saetningen
saledes:

Beviis.Lad Liniens acb Leengde vaere A, og Afvigning fra den absoluteet/mit
Grader; men Liniens+ed Leengde = C, og Afvigning = u: saa er, i Fglg@8ate
b = Aldosv+Algsiny, og e€d = Cldosu + Clgsinu, altsaa a = Adosy, b = ASiny,
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¢ = Clcos.u, d = CSinu (8. 3); men i Fglge 8. 4 dateb)l(cted) = AICHros. i+
u) + esin.(v+u)] = AlCtosvidosu — sinviSinu +g(cos. vIsin.u+cos. ulsin.v)] 8.
8. Falgelig, naar isteden for[@dosvidosu seettes @, isteden for ACSinvSinu b
[d, o.s.v.: udkommer det, som skulde bevises.

| en lidt mere moderne opseetning lyder det saledad:a+ b veere et komplekst tal med
lzengdeA og retningv, og ladc + ed vaere et komplekst tal med leengd®g retningu. Sa kan
de to tal skrives pa formen:

a+eb=Acosv+ Agsinv

c+e&d= Ccosu+ @& sinu

Hvis vi udskiller tallenes real- og imaginaerdels: fa
a=Acosv, b=Asinv, c=Ccosu, d=Csinu.
Ifalge definitionen af multiplikation er laeengden ogtningen af tallenes produkt henholdsvis

AC og Vv +u. Derfor er produktet ifglge tidligere viste resiétr samt ovenstaende udtryk &or
b, c ogd bestemt ved:

(a+eb)(c+&d)
= AC[cos{/ + u) + £sin(v + u)]
= AC[(cosvcosu —sinvsinu) + g(cosvsinu + cosu sinv)]
= ACcosvsinu — ACsinvsinu + e(ACcosvsinu + ACcosusinv)
=ac—bd + g(ad + bc)
hvilket viser, at multiplikationsformlen er korrekht man kommer til samme resultat ved blot

at fglge de normale regneregler, indses ved prizad. som fgra+eb og c+ed veere to
komplekse tal. Nar man beregner produktet pa deteprdan er vant til fra de reelle tal, fas:

(a+eb)(c+ed)
=ac+cad+ebct€” bd
=ac+ead+ebc- bd
=zac- bd+¢(ad+ bg

hvilket ses at stemme med det tidligere resultétsdkan vi fremover multiplicere komplekse
tal, som om der var tale om saedvanlige reelleMabehgver med andre ord ikke laengere at
referere til faktorernes leengder og retninger, rkan veelge enten at bruge den algebraiske
formel

(a+eb)(c+ed)=ac—bd+e(ad+ hc)

eller bare regne, som om det var reelle tal, videamed at gare, blot med den lille tilfgjelse, at
g? = —1. Herefter er det ogsé klart, at deistributivelov er gyldig for regning med komplekse
tal:

... nemlig at naar to Summer skal multipliceres miednden, da maa enhver af de
adderte Stgrrelser i den ene Sum multipliceres ewddver af de adderte i den
anden.

Sammenfatning, eksempler og avelser

Vi har i det foregdende gennemgaet de veesentligdteaf 81-10 i Caspar Wessels afhandling. |
de efterfglgende 6 paragraffer udledte Caspar Weagebraiske formler for komplekse
reciprokveerdier, kvotienter, potenser og rgddertdamden komplekse eksponentialfunktion.
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Og i de resterende 55 paragraffer demonstreredeameendeligheden af den nye teori ved at
udvikle avancerede metoder for beregning af sideriokler i plane og sfeeriske polygoner.

Caspar Wessel havde ikke den moderne algebras emetmy systematik til sin radighed.
Alligevel lykkedes det ham indirekte at ggre rede fit de komplekse tal udgar et legeme.
Nogle af kravene, for eksempel kravet om at ethkemnplekst tal skal have et modsat
komplekst tal, har han ikke ofret megen omtaledifole har veeret abenlyst tilgodeset som en
direkte fglge af hans definitioner.

Resumé

Vores resumé kan vaere: De komplekse tal bestdleafidtryk af formena + €b, hvora ogb er
reelle tal, og hvoe er et nyt tal, som opfyldes® = -1. De komplekse tal udger en udvidelse af
de reelle tals legeme, og man kan regne med kosplieh efter de samme regler som dem, der
geelder for de reelle tal.

Anvendelser

Caspar Wessel var - som naevnt pa side 17 - klay avele nye tal kunne bruges generelt til alle
former for praktisk og teoretisk beregning. Overalden moderne matematik benyttes
komplekse tal og funktioner, fordi de forenkler riea og skaber bedre overblik. De mest
overbevisende eksempler pa praktiske anvendelsederfi man nok inden for
vekselstragmsteorien, hvor komplekse tal og funidiomruges til analyse og design af
elektroniske kredslgb.

Perspektiver

De reelle tal er én-dimensionale, hvorimod de kakg tal har to dimensioner. Det er derfor
fristende at prgve at fortseette udviklingen metkg@mer af endnu hgjere dimension. Men et
sadant projekt er dgmt til at mislykkes. De kompkekal er absolut sidste led i den keede af
udvidelser, som begyndte med de naturlige talnlfdestand kan man sige, at de komplekse tal
er det ultimative tallegeme.

Caspar Wessel var nok klar over dette. | hvert faldstaterede han, at det ikke er muligt at
udvide multiplikationen til at omfatte tre-dimensade tal:

Men vilde man multiplicere med hinanden rette Ling®m ikke begge kunde ligge
i samme Plan med den absolutte Unitet: maatte daenfaégel tilsideseettes. Dette
er Aarsagen, hvorfor jeg forbigaaer saadanne Lisibtultiplication.

Hans iagttagelse er interessant af historiske gruhgisikerne og matematikerne havde laenge
neeret et velbegrundet gnske om at kunne regne reatiniensionale tal. | begyndelsen af
1800-tallet var man ivrigt optaget af at fa lgsblgemet. Selve definitionen af de tre-
dimensionale tal voldte ingen problemer, men deresgade var, hvorledes man skulle definere
deres regneoperatorer, saledes at de seedvanligeregter fortsat var geeldende. Jagten pa de
tre-dimensionale tal sluttede farst i 1843, da bletv almindeligt kendt, at problemet var
ulgseligt. Pa det tidspunkt, altsd 47 ar efter aspar Wessels skrev sin afhandling, indsa den
irske matematiker Sir William Rowan Hamilton, at @ar ngdvendigt at ga ogire dimensio-
ner, for at fa en veldefineret multiplikation, ogrohe var endda ikke kommutativ. Disse fire-
dimensionale tal - de sakaldtpiaternioner- udger derfor ikke noget legeme, men de har
alligevel fundet anvendelse inden for visse grdraea teoretiske fysik.

@velse 5

Gar rede for, at man dividerer to komplekse tal aedlividere deres lsengder og subtrahere
deres retninger.

- side 30 -



Kapitel IV. Caspar Wessels komplekse tal

Eksempel
Nar man regner med komplekse tal, kan bare regmensan er vant til, thi de komplekse tal er
et legeme. Man skal dog lige huskegat -1:

Addition: (3+5e)+(-2+7¢)=3+5e-2+7e¢=1+12¢
Subtraktion: (3+5¢)—(-2+7¢)=3+5e+2-7¢=5-2¢
Multiplikation: (3+5¢)(-2+7¢)=-6+21c-10c —35=-41+11¢
3+5¢ _ (3+5¢€)(-2-7¢) _—6-21e-10e +35

Division:
—2+7¢ (2+7e)(-2- ) (-2)% —(7¢)?
_29-3le _g _E
4+49 53 53
@velse 6

Lav fglgende regnestykker:
a) (-1+2¢)+(14+3¢)
b) (4-5¢)-(2+8¢)
c) (3+2¢)l¢e

—-6+¢

l+¢
e) (3+2¢)(3-2¢)
f 3+2¢

3-2¢

1
-6+ 2¢

d)

9)

Dvelse 7
a) Beregre" forn=1,2,3,...,8.

b) Beregne™ forn=1,2,3,...,8.

c) Find de veerdier ai 0Z, for hvilkee" =1.

d) Bevis, at" =¢, safremtn—1 er et helt tal, som er deleligt med 4.
e) Find de veerdier af(Z, for hvilkee" = -1.

Dvelse 8

a) Beregn leengden og retningsvinklen for foglgende komplekse tal:3+4e, -3+ 4g,
-3-4¢,3-4¢.

b) Et komplekst tal har leengden 4 og retningsvimidé° . Skriv tallet pa formem + €b.
Dvelse 9
| 812 i Caspar Wessels afhandling kan man blandi¢taeese:

Ere a, b, c og d directe Linier, og de indirecte €b og c + ed ere i samme Plan
1 c—ed

c+ed c?2+d?’

med den absolute Unitet: da er og Qvotienten
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a+£b=(a+sb)GL:(a+sb)a°;_—w'2=[ac+ bd+e(be- ad]:( &+ 4);
c+ed c+ed c”+d
thi .

a) Hvad betyder det?
b) Bevis ved anvendelse af divisionsprgve formmréciprokvaerdien af et komplekst tal:
1 _c-«
cted ¢ +d’
c) Bevis formlen for kvotienten mellem to komplekake
at+eb _ac+bd+eg(bc-ad)
c+ed ¢’ +d?

@velse 10
a) Ladz veere et komplekst tal med leengdeg retningv. Sa karz som bekendt (se side 26)
skrives pa formenz =r(cosv + € sinv). Bevis, at for et vilkarligh OON geelder:

Z" = r"(cos(nv)+ € sin(nv))
b) Bevis, at for allen [IN og allev R geelder formlen:
(cosv+¢€ sirv )= cosfv € sinfv.)

c) Benyt ovenstaende til at udtrykkes(3v) ogsin(3v) ved hjeelp atosv ogsinv.
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Caspar Wessel brugte betegnelsdor den imagineere enhed. Blandt svagstrgmsingeniar
der tradition for at bruge betegnelsgrmens man i den nyere matematik - og derfor ogsa i
naerveerende kapitel - brugesom symbol for den imaginaere enhed.

Slutresultatet i dette kapitel er praecis det sarsome i det foregaende, nemlig:

De komplekse tal bestar af alle udtryk af fornzenib, hvora ogb er reelle tal, og
hvor i er et nyt tal, som opfylder = -1. De komplekse tal udgar sammen med
kompleks addition og multiplikation et legeme, serren udvidelse af de reelle tals
legeme. Man kan derfor regne med komplekse tal gftaecis de samme regler
som dem, der geelder for de reelle.

Men fremstillingsformen i dette kapitel er andedsd Den baerer preeg af meget starre
abstraktion og preecision. Ved at fijerne alle uvedikende elementer resterer kun den
matematiske struktur - et skelet - bygget op afnitéiner, saetninger og ren logik. Teorien er

blottet for paedagogiske forklaringer, og der amwel ikke til vanlig intuition. Formalet med en

sadan fremstilling er nemlig slet ikke at give eybere forstaelse af, hvad emnet egentlig
handler om, men derimod at dokumentere resultaetarmesematiske uangribelighed. Eventuelle
svagheder i beviser eller forudsaetninger traedertgdeligere frem, nar teorien ikke pakkes
ind i blgde forklaringer.

En praesentation af denne slags kommer altid megggtisen teoris udvikling, nemlig pa et
tidspunkt, hvor man har veeret igennem alle ovelsgjeog hvor man ikke selv er ret meget i
tvivl om resultaternes gyldighed. For at meddel#ed#l omverdenen og for at overbevise sig
selv om at man ikke har begaet en fatal fejl, »eemdan bgtten, filtrerer alt det overfladige fra
og starter fra begyndelsen.

Det falgende er et eksempel pa, hvor kompakt teofer de komplekse tal og deres
regneoperatorer fremtreeder, nar man udelader ltideikke direkte har med det matematiske
indhold at gare. Dog vil der ind imellem definiterme og seetningerne forekomme sma
bemaerkninger. Den leeser, der gnsker den renekzardlot springe disse over.

Definition af de komplekse tal

Definition
De komplekse tal(C,+,[) bestar af meengdel€ samt regneoperatorerne addition | og
multiplikation, som er fastsat ved:

C={(a,b)|]alRCbOR}

O(a,b)0CO(cdOC(abh+(¢cgd=(a ¢cb

O(a,b)UCO(c dUC(a P ¢ g=( ac bd ad Be
To komplekse ta{a,b) og(c,d) er ens, netop n&@=C ogb=d.
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Bemeerkning

Hvis man definerede et komplekst tal til at havarfen a +ib, hvilket ville veere det mest
oplagte, ville man have problemer med logikken, thdtrykket a+ib inkluderer et
additionstegn og et (underforstaet) multiplikati@gs. Men hverken kompleks addition eller
multiplikation har nogen mening pa et tidspunkipihtle komplekse tal er ved at blive defineret.
Derfor bruges den abstrakte foifa,b) som repraesentant for et komplekst tal. Senerewkal
dog se, at denne form i virkeligheden blot deekkesralet seedvanlige udtry&+ib for et
komplekst tal. Definitionerne af addition og mulifi@ation er - bortset fra skrivemaden -
identiske med Caspar Wessels additions- og mddptinsformler. Der et veerd at bemeerke, at
det, der hos Caspar Wessel optreeder som forholdgrie resultater, nu benyttes som de
indledende definitioner. Dette er, hvad der pa 8@Blenenes med udtrykket »at vende batten.

De komplekse tal er et legeme

Seetning
(C,+,0) er et legeme.

Beviset fores ved hjeelp af en reekke del-beviser.

Bevis for at C er stabil over for addition

For vilkarlige komplekse tgla,b) og (c,d) geelder:
(a,b)dC[C(c,d)C
= alRODbUORO dJ RI dJ R (definitionen af Q

—a+cOROb+ ddR ( Rer etlegeme)
=(a+c,b+dUC (definitionen af C)
=(a,b)+(c,d)OC (definitionen af addition)

hvoraf ses, af er stabil over for addition.

Bevis for at C er stabil over for multiplikation

For vilkarlige komplekse tgla,b) og (c,d) geelder:
(a,b)0OCLC(c,d)OC
= alRODbUORO dJ RJ dJ R (definitionen af Q
= ac- bdO RO ad+ bél R ( Rretlegeme)
= (ac—bd ad+ bgO C (definitionen af C)
=(a,b){c, dOC (definitionen af multiplikation)

hvoraf ses, af er stabil over for multiplikation.

Bevis for at addition er kommutativ

For vilkarlige komplekse tgla,b) og (c,d) geelder:
(a,b) +(c,d)
=(a+c, b+ d) (definitionen af addition)

09
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(c,d) +(a,b)
=(c+a,d+ b) (definitionen af addition)
=(a+c,b+ d) (Reretlegeme)

Ved sammenligning af de to resultater ses, at imthdétr kommutativ.

Bevis for at multiplikation er kommutativ
For vilkarlige komplekse tala,b) og(c,d) geelder:

(a,b)(c,d)

=(ac— bd, ad+ bg (definitionen af multiplikation)
0g

(c,d)[(a,b)

=(ca—-dh cbt dg (definitionen af multiplikation)

=(ac— bd ad+ bg ( Reretlegeme)

Ved sammenligning af de to resultater ses, at plikéition er kommutativ.

Bevis for at addition er associativ
For vilkarlige komplekse tgla,b), (c,d) og (e, f) geelder:

(a,b) +((c,d) + (e, 1))

=(a,b)+(c+ e d+ f) (definitionen af addition)
=(a+(c+ e, b+t (d+ f)) (definitionen af addition)

0g

((a,b) +(c,d)) + (e, f)

=(a+tc,b+dy+(e f) (definitionen af addition)
=((a+c)+e(b+ d+ f) (definitionen af addition)
=(at(ct e, bt(d+ f)) ( Reretlegeme)

Ved sammenligning af de to resultater ses, at imthdétr associativ.

Bevis for at multiplikation er associativ
For vilkarlige komplekse tala,b), (c,d) og (e, f) geelder:

(a,b)[((c,d)[(e, f))

=(a,b){ce- df cf+ dé *
=(a(ce- df)— W cf+ dg & ck det (bce P ()
=(ace— adf- bcf- bde act ade bee bdf (**)

0g

((a,b)[(c,d)) (e, f)

=(ac-bd ad+ bgl( e § ()
=((ac-bd)e-(ad+ by f( aec b +( atl BHc)e (*)
=(ace—- bde- adf bcf acf bdf ade Dbce (**)
=(ace- adf- bcf- bde act ade bee BQdf (**)
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hvor (*) folger af definitionen af multiplikationpg (**) skyldes, atR er et legeme. Ved
sammenligning af de to resultater ses, at multipidn er associativ.

Bevis for at multiplikation er distributiv med hensyn til addition
For vilkarlige komplekse tdla,b), (c,d) og (e, f) geelder:
(a,b)[((c,d) + (e 1))
=(a,b)[{c+ g d+ 1) ()
=(a(cte -k d+ f) d ot §+ o B (™)
=(ac+ ae- bd- bf ad- aft be De (***)

0g
((a,b)[(c,d)) +((a,b)[(e, f))
=(ac-bd ad+ bg+( ae bf af Dbe (**)
=((ac—bd) +(ae- b),( ad- bp+( at be (¥)
=(ac— bd+ ae- bf ad- be af be (***)
=(ac+ ae— bd- bf adr afr be Dbe (***)

hvor (*) fglger af definitionen af addition, (**)alger af definitionen af multiplikation, og (***)
folger af, atR er et legeme. Ved sammenligning af de to resultsés, at multiplikation er
distributiv med hensyn til addition.

Bevis for eksistens af et nulelement og et ételentesom er forskellige

DaRer et legeme, e0 IR, 100R og 0 #1. Dette, samt definitionen af de komplekse talegiv
(0,0)OC, (1,0)OC og (0,0)#(1,0). Vi beviser nu, at(0,0) og (1,0) er henholdsvis et
nulelement og et ételementi Lad derfor(a,b) veere et vilkarligt komplekst tal. Sa geelder:

(a,b) +(0,0)
=(a+0,b+0) (defitinionen af addition)
=(a,b) (Rer et legeme)
0g
(a,b)[(1,0)
=(all- b[D, alD+ b)) (definitionen af multiplikation)
=(a,b) (Rer et legeme)

hvoraf ses, a{0,0) og (1,0) er henholdsvis et nulelement og et ételeme@t Da disse
endvidere er forskellige, er det gnskede bevist.

Bevis for eksistens af modsatte elementer
Det skal vises, at ethvert elemenCihar et modsat elementd. Lad derfor(a,b) veere et
vilkarligt element iC. Sa geaelder:

(a,b)OC

=alJRODbOR (definitinen af C)
= -al0RO-bOR ( Reretlegeme)
=(-a,-b)C (definitionen afC )

Altsa er(—a,—b) et komplekst tal. Der gaelder endvidere:
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(a,b) +(-a,-b)
=(a+(—a),b+ (- b)) (definitionen af addition)
=(0,0) (Rer et legeme)

hvoraf ses, at—a,—b) et modsat element {j, b).

Bevis for eksistens af reciprokke elementer
Det skal vises, at ethvert elemenE i\ {(0,0)} har et reciprokt elementG. Lad derfor(a,b)
veere et vilkarligt elementQ \ {(0,0)} . S& era® + b? et positivt reelt tal, thi:
(a,b)C\{(0,0)}
—alRODbORI( & 00 2 0) (definitionen af C)
sa’+bPORO&E+ >0 ( Rer et ordnet legeme (*))
Ved (*) er benyttet en egenskab ved de reellesam ikke geelder generelt for et legeme,

nemlig at de reelle tal er et ordnet legeme. Seigbemaerkningerne pa side 14. Da det nu er
vist, ata® + b” er et positivt reelt tal, ved vi, af + b? ikke er nul. Derfor gaelder:

aldRObOROa®> +b*#0

a -b
———[JRO———0R (Reretlegeme
= a’+b? a’ +b? ( geme)
a -b L
, ac definitionenaf C
j(a2+b2 a2+b2j ( )

Endvidere geelder:

a -b
(a,b)[ﬁaz 0 &2 +b2j

:(a a8 _p b b 2 j(*)

a’+b? a’+b?> a’+b? a’+b?
_(a?+p? —ab+ba]

- a2 +b2’ a?+Db? (**)
1,0) (**)

hvor (*) falger af definitionen af multiplikatiorgg (**) falger af, atR er et legeme. Heraf ses,
at elementet

a -b
a?+b? a% +b?

er et reciprokt element tfla, b). Dette afslutter beviset for, &€, +,[) er et legeme.

Simple egenskaber ved komplekse tal

Definition
Et element iC, som har former{a,0), identificeres med det reelle tal Elementet(0,1) i C
betegnes med
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Bemeerkning

At (a,0) identificeres mea betyder blot, at vi opfattga,0) som en anden skrivemade for det
reelle tala. Det vil sigea=(a,0). | et to-dimensionalt koordinatsystem, svarer ftiletat
identificere talleta pa farsteaksen med punk¢et 0), som jo ligger samme sted.

Seetning
(C,+,D) er en udvidelse dfR, +,0).

Bevis: Vi skal vise (se side 8), @tindeholdelR, og at summen og produktet af to reelle tal ikke
gendres, selvom man opfatter tallene som komplékse er en delmeengde &ffglger af:

aldR=a=(a,0)dC.

Lad nua ogb veere to vilkarlige elementeR Sa er deres komplekse sum
(a,0) +(b,0)=(a+b,0+0)=(a+b,0)=a+h,

mens de to tals komplekse produkt er
(a,0)[(b,0)=(ak-0[0,al0+0[b)=(ak,0) =ab.

| begge tilfeelde ses, at resultaterne stemmer medi man ville fa, dersom man havde brugt de
reelle regneoperatorer. Hermed er det bevigiCat,[) er en udvidelse dfR, +,[).

Seetning
Et vilkarligt komplekst tal kan skrives pa formarib, hvora R og b OR.

Bevis: Ladz vaere et vilkarligt komplekst tal. Sa findes dergle definitionen af de komplekse
tal to reelle tah ogb, séledes at = (a,b). Med disse betegnelser geelder:

a+ib

=(a,0)+(0,DH (b, 0) (per definition)
=(a,0)+(0[b- 10 00+ Ib) (definitionen af multiplikation)
=(a,0)+(0,b) (Rer et legeme)
=(a+0,0+b) (definitionen af addition)
=(a,b) (Rer et legeme)

=z

Hermed er det gnskede bevist.

Seetning
i2=-1

Bevis: En simpel udregning giver:

2
|

=il (per definition)

=(0,1)(0, 1 (per definition)

=(0[0- 101, 01+ 17Q (definitionen af multiplikation)
=(-10) (Rer et legeme)

=-1 (per definition)

hvilket skulle vises.
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Bemeerkning

Dette afslutter analysen af de algebraiske konsedareaf definitionen pa side 33. Ved hjeelp af
logiske raesonnementer og pa et rent abstrakt gagriuhr vi bevist, at de komplekse tal er et
legeme. Dermed er en eventuel tvivl, om hvorviduitionen skulle have spillet os et puds,
fiernet.

@velser og eksempler
Eksempel
Andengradsligningen
3x* +5x+4=0
har diskriminanten
D=5°-4[3[4=25-48=-23=23li°.
Derfor er lgsningerne til ligningen givet ved:

~5++/230° _-5++/230 _—_5+\/2_3[ﬂ
203 6 6 6

Dvelse 11
Afprav hver af de to lgsninger i foregdende eksémee efter tur at indsaette dem i ligningens
venstre side og reducere udtrykket.

@velse 12
Lgs andengradsligningerne:

a) x> +x+1=0

b) -4x* +2x-5=0

c) x> +16=0

d) x*—-ix+2=0

e) x> -ix=0

@velse 13

a) Bevis, a(3+i)*>=(-3-i)*=8+ 6.

b) Benyt (a) til at lzse andengradsligningen+ (3—i)x - 3i = 0.

c) Afprgv de fundne Igsninger ved indseettelsenitigen.

Eksempel
Ligningen

(3+4i)x+4-2i=0

kan lgses saledes:
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(3+4i)x+4-2i=0
= (3+4i)x=-4+ 2
_—4+2
3+ 4i
(-4+2)(3-4)
(3+4i)(3-4)
-12+16+ 6+ 8
X =
32—(4i)2
-4+ 22
= X =
9+16
-4+ 22
X=
25
= Xx=-0,16+ 0, 88

=

@velse 14
Afprgv lgsningen i foregdende eksempel ved indésettdigningen.

@velse 15

Las ligningerne:

a) (1+3i)x+5+2i=0
b) (2+i)x-8+i=0

c) 3-ix=0

d) (x*-3)(x*+1)=0

e) (4+2i)(x-1)=-3+7i
Dvelse 16

Bevis, at hvisa+ib er et vilkarligt komplekst tal, sd €r+ib)(a—ib) et ikke-negativt reelt
tal.

Dvelse 17
Fire ofte benyttede funktioner er defineret ved:

Konjugering: [Oa+ibOC: a+ ib= a-ib
Realdelen: Oa+ib0OC:Re(a+ib)=a
Imaginaerdelen: Oa +ib OC:Im(a+ib)=b

Leengden: Da+ib0C:|a+ig=v& + F
Beregn fglgende starrelser:
a) 3+2i
b) Re(3+2i)
c) Im(3+2i)
d) |3+ 2i|
e) (3+2i)+(3+12)
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f) (3+2)-(3+2)

g) (3+2i)[(3+3)

h) (3+2i):(3+ 2)

Dvelse 18

Bevis, med betegnelserne fra den foregdende awatise,
a) 0zOC:z=Re(2) +ilm(2)

b) OzOC: z=Re(2)- ilm(2)

+
c) 0zOC. Re(z)zz—Z

d) Dzmc:lm(z)zzzé,Z
|

@velse 19
Bevis, med betegnelserne fra de foregaende gvalser,

a) 0zOC z0z=| ¢
b) Oz0C\{¢: =2
z |4

@velse 20
Find et trediegradspolynomium, som har rgdd&é, 3—i og 5.

Dvelse 21
Vi skal lgse ligningen:

x®-2x>+x-2=0.
a) Bevis, at 2 er en Igsning til ligningen.

b) Find samtlige Igsninger til ligningen.

Dvelse 22
Lgs ligningerne:

a) x>+x=0
b) x> -x*>+4x-4=0
c) x*=1

d) x*=1
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Appendiks

Uddrag af Caspar Wessels afhandling

Caspar Wessels afhandling kan findes i Nye Sandfmdet Kongelige Danske Videnskabernes
Selskabs Skrifter, Kgbenhavn, 1799. Afhandlingenstematiske indhold er opdelt i 71
paragraffer, hvoraf de farste 10 er gengivet nesfeifftavemaden og tildels opstillingen er sggt
bevaret som i den originale artikel bortset frajettine er sat med gotiske typer.

Om
Directionens analytiske Betegning,

et Forsgag,

anvendt fornemmelig
til
plane og spheaeriske Polygoners Oplgsning.
Af

Caspar Wesselandmaaler.

Neerveerende Forsgg angaaer det Spgrgsmaal, hvondatidhen analytisk bgr betegnes, eller
hvordan rette Linier burde udtrykkes, naar af esgste Ligning mellem een ubekiendt og andre
givne Linier skulde kunne findes et Udtryk, derestillede baade den ubekiendtes Laengde og
dens Direction.

For nogenledes at kunne besvare dette Spgrgsrsagger jeg til Grundvold to
Seetninger, der synes mig unegtelige. Den farstateden Directionens Forandring, der ved
algebraiske Operationer kan frembringes, ogsaadaderes Tegn at forestilles. Den anden: at
Direction er ingen Gienstand for Algebra, udendaavidt den ved algebraiske Operationer kan
forandres. Men da den ved disse ei kan forandrede(i mindste efter den sasedvanlige
Forklaring), uden til den modsatte, eller fra poditl privativ, og omvendt: saa skulde disse to
Directioner alene kunne betegnes paa den bekidhathele, og i Hensigt til de gvrige Problemet
veere uoplgseligt. Dette er vel ogsaa Grunden, brvanfjen dermed har befattet 'sigfan har
uden Tvivl holdt det for utilladeligt at forandreoget i Operationernes eengang antagne
Forklaring. Og derimod er intet at indvende, sagkeRorklaringen anvendes paa Starrelser i
Almindelighed; men i enkelte Tilfeelde, naar Steaeehes egen Natur synes at indbyde til
Operationernes ngiere Bestemmelse, og denne mee kigh anvendes, bgr samme vel ei
kaldes utilladelig; thi gaaer man fra Arithmetikewer til den geometriske Analysis, eller fra
Operationer med abstracte Tal til dem med rettéetifiaaer man Starrelser at betragte, der vel
kan tage imod samme, men ogsaa imod langt fleratiBeér, end de, som Tallene kan have til
hinanden; om man derfor nu tager Operationernevi@thzftigere Mening, og ei, som far, blot
indskraenker dem til den Brug, at kunne foretaged hmier af samme eller modsat Retning,
men udstreekker nu deres forrige indskreenkede Beguafet videre, saa at det bliver

* Uden det skulde veere Magister Gilbert i Halle,shRriisskrivt over Calculus Situs maaskee
indeholder en Forklaring over dette £Emne.
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anvendeligt, ei alene i samme Fald som fgr, memagdaiendelig mange flere Tilfeelde; jeg
siger om man tager sig denne Frihed, og dog ei ederovertreeder de sasedvanlige
Operationsregler, saa modsiger man jo ikke derfam tbrste Leere om Tallene; men man
udfarer den kun videre, lemper sig efter StarralseiNatur, og iagttager den Methodens Regel,
der fordrer, lidt efter lidt at gigre en vanskeligere fattelig. Det bliver altsaa ingen urimelig
Fordring, at Operationerne anvendte i Geometrigaga en vidtlgftigere Mening, end den man

i Regnekunsten gav dem; man vil ogsaa let tilstabdget paa den Maade maa veere mueligt at
frembringe uendelig mange Forandringer i Linierfening. Men just derved opnaaes (som
siden skal bevises) ei alene, at alle umuelige &jerer kan undflyes, og den paradoxe
Seetning, at det Muelige maa undertiden sgges vertlige Midler, kan oplyses, men ogsaa at
Directionen af alle Linier i samme Plan kan udtrgkKigesaa analytisk, som deres Laengde,
uden at Hukommelsen bebyrdes med nye Tegn elleleR&gg da det synes upaatvivleligt, at
geometriske Seetningers almindelige Rigtighed ofieeb lettere at indsee, naar Directionen
analytisk kan betegnes, og underkastes de algkbr&perationsregler, end naar den ved
Figurer, og kun i enkelte Tilfeelde, skal forestllsaa synes det ei alene tilladeligt, men endog
gavnligt, at betiene sig af Operationer, der uddte til flere Linier, end de ligestilte (de af
samme Retning) og de modsatte. Paa grund heraf gage

I.) Farst at bestemme Reglerne for saadanne Opeeati
II.) Derneest vises ved et Par Exempler deres Ameleednaar Linierne ere i samme Plan;

[ll.) Derefter bestemmes Directionen af Linier i rdkellige Planer ved en ny
Operationsmethode, der ikke er algebraisk;

IV.) Ved Hielp af denne udfindes saavel plane sophasriske Polygoners Oplgsning i
Almindelighed;

V.) Tilsidst udledes paa samme Maade de i den sgkeefrigonometrie bekiendte Formler.

Dette er Hovedindholdet af denne Afhandling. Anliiedgen dertil var, at jeg s@gte en
Methode, hvorved de umuelige Operationer kunde aaég, og da denne var funden, anvendte
jeg samme, for at overbevises om nogle bekiendtenléos Almindelighed. Disse farste
Undersggelser havde Hr. Etatsraad Tetens den Tdaheml at giennemlaese, og denne
navnkundige Leerdes Opmuntringer, Raad og Veiledskydder jeg, saavel at dette Skrivt nu
fremkommer mindre ufuldkomment, som og at det erdiget, at optages i Samlingen af de
Kongelige Videnskabernes Selskabs Skrivter.

Paa hvad Maade af givne rette Linier ved de algekeaOperationer formeres
andre, og fornemmelig hvad Retning og Tegn disaélskve.

Der gives homogene Starrelser, hvilke, naar de &ad hos samme Subject, forgge eller
formindske hinanden paa den Maade alene, som Irerimog Decrementer.

Der gives andre, som i samme Tilfeelde kunne faerdnanden paa utallige flere
Maader. Af disse sidste Slags ere Rette Linier.

Saaledes kan et Puncts Afstand fra et Plan pdbget®aader forandres derved, at
Punctet beskriver udenfor Planet en meer eller reinttlineret ret Linie.

Er nemlig denne Linie perpendicular, det er, glanctets Vei en ret Vinkel med Planets
Arel, saa bliver Punctet i Planets Parallel, ogs dé&ti har ingen Virkning paa dets Afstand fra
Planet.

Er den beskrevne Linie indirect, det er, gor derskiev Vinkel med Planets Arel, saa
bidrager den et mindre Stykke end sin egen Leengddéfstandens Forleengning eller
Forkortning, og kan paa uendelig mange Maader ®ua#igr formindske Afstanden.
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Er den direct, det er i Linie med Afstanden, tijger eller fratager den samme sin hele
Leengde, og er i fgrste Fald positiv, i andet pivat

Alle de rette Linier, som af et Punct kan beslgjwere altsaa, i Hensigt til deres Virkning
paa Punctets givne Afstand fra et udenfor Linieopstilt Plan, enten directe eller indirecte,
eller perpendiculafe alt eftersom de tillaegge eller fratage Afstandaa meget som det Hele,
eller en Deel, eller intet af deres Laengde.

Da en Starrelse kaldes absolut, for saavidt dewedi Relation til en anden, men
umiddelbar antages given, saa kan i foregaaendmib@ier Afstanden kaldes den absolute
Linie, og den relatives Bidrag til den absolutesld&mgning eller Forkortning kan kaldes den
relatives Virkning.

Der gives endnu flere Starrelser end rette Lirder,kunne tage imod omtalte Relationer.
Det var derfor ikke unyttigt, at forklare disse &@&ner i Aimindelighed, og at indlemme deres
almindelige Begreb i Operationernes Forklaring; ndenbaade Kienderes Raad, dette Skrivts
Indhold, og Foredragets Tydelighed fordre, ei atvbere Leeseren med saa abstracte Begreb,
befatter jeg mig kun med de geometriske Forklariradene, og siger derfor, at

8. 1.

To rette Linier adderes, naar man fgrst fgier dammen, saaledes at den ene begynder,
hvor den anden slipper, derefter drager fra de samfmiedes farste til sidste Punct en ret Linie,
0g antager saa denne for de sammenfgiedes Sum.

Gaaer f. Ex. et Punct 3 Fod frem, og derefter @ tHbage, saa er disse to Veies Sum ikke
de farste 3 og sidste 2 Fod sammenfgiede; menaefrém er Summen, for saavidt denne Vei,
af samme Punct beskreven, har samme Virkning, ssygébde to andre Veie.

Ligeledes naar en Triangels ene Side streekkdrasagtil b, og den anden fratil ¢, maa
den tredie fraa til ¢ kaldes Summen, og maa betegnes akd bc saa atac og ab+bc have
samme Betydning, ellexc = ab+bc = —bat+bc, dersonba er det modsatte ab. Ere de adderte
Linier directe, stemmer Definitionen fuldkommen oeens med den seedvanlige. Ere de ikke
directe, strider det dog ikke mod Analogien, atlkagn ret Linie to andre sammenfgiedes Sum,
for saavidt den har samme Virkninger, som dissen Betydning, jeg har givet tegnet +, er
heller ikke saa usaedvanlig; f. Ex. i den Expressiba % =34 ab er 22 ingen Deel af Summen.
Man kan derfor ogsaa seette + bc = ac, uden derfor at teenke sz som nogen Deel &c;
ab+bc er kun det Tegn, hvorveat forestilles.

8. 2.

Naar flere end to rette Linier skal adderes, fglgemme Regel; de forenes nemlig, saa at
farstes sidste Punct sammenfgies med det farsterafinden, dennes sidste med tredies farste
0. s. v., derefter drages fra det Punct, hvor égbstgynder, til det, hvor sidste slipper, en ret
Linie, og denne kaldes Summen af dem alle.

Hvad for en Linie, der skal tages for den fgretg hvilken for den anden, tredie o. s. v.,
er ligegyldigt; thi paa hvad Sted indenfor tre Rlqrder gigr rette Vinkler med hinanden, en ret
Linie af et Punct beskrives, har denne Linie sarnMinkening paa Punctets Afstand fra hver af
Planerne; fglgelig bidrager een af flere addertadritil Positionens Bestemmelse af Summens
sidste Punct ligesaa meget, naar den er den famstenaar den er den sidste, eller hvad anden
Orden den har til de andre adderte; fglgelig ere@ed i rette Liniers Addition ligegyldig, og
Summen bliver alletider den samme, fordi dens égRsinct antages given, og det sidste faaer
alletider samme Position.

Derfor kan ogsaa i dette tilfeelde Summen betegadsde adderte Linier forbundne med
hinanden ved Tegnet +. Naar i en Fiirkant f. Exn 8&rste Side er dragen faatil b, den anden
frab til c, den tredie fra til d, men den fierde fra til d: saa kan seettesl = ab+ bc + cd.

8. 3.

* Indifferente var mere passende, om det ikke skerfer meget i uvante @ren.
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Er summen af flere Leengder, Breder og Hgider sa@,er Summen af Laengderne, den af
Brederne, og den af Hgiderne, hver iseer = 0.

8. 4.
Productet af to rette Linier maa i alle Maadern@imormeres af den ene Factor, som den
anden er formeret af den positive eller absolutéd, ider saettes = 1, det er:

Farst maa Factorerne veere af den Direction, atedgédkan optages i samme Plan som den
positive Unitet.

Dernaest maa i Hensigt til Leengden Productet fodheld til den ene Factor, som den anden til
Uniteten; og

Endelig, dersom man giver den positive Unitet, Bamne og Productet et feelles farste Punct,
skal Productet i Hensigt til Retning ligge i oméaliinitets og Factorers Plan, og afvige fra
den ene Factor ligesaa mange Grader, og til saniee $m den anden Factor afviger fra
Uniteten, saa at Productets Directionsvinkel, eférigning fra den positive, bliver saa
stor som Summen af Factorernes Directionsvinkler.

8. 5.

Lad +1 betegne den positive retlinede Unitet, #g en vis anden Unitet, der er
perpendicular paa den positive, og har samme Beggeshunct. saa er Directionsvinkelen af
+1=0, af -1=18C°, af +¢ =9C°, af —¢ = -9C° eller 27(°; og i Fglge den Regel, at Productets
Directionsvinkel er Summen af Factorernes, blig#et) [(+1) =+1, (+1)[(-1) =-1, (-1)I(H1) =
+1, (FD(+e)=+e, (FDI(-e)=-¢€, (-D(+e)=-¢, (-Di(-€)=+e, (+e&)l(+e)=-1,
(+e)[(-€) =+1, (-€)[(-¢) =-1.

Hvoraf sees at bliver =+/-1, og Productets Afvigning bestemmes saaledes, eg¢rei
eneste af de almindelige Operationsregler overigsaede

8. 6.

Cosinus til en Cirkelbue, der begynder fra desteédPunct af dens Radius +1, er det
Stykke af samme, eller modsatte Radius, der begyfmdeCentrum, og endes perpendicular
udfor Buens sidste Punct. Sinus til samme Bue dragependicular paa Cosinus fra sammes
sidste Punct til sidste af Buen.

| Folge §. 5 er altsaa Sinus til en ret Vinkel/-1. Lad saettes/~1 =¢; lad v betegne en
Vinkel, hvilken som helst; og lagin.v bemeerke en ret Linie af samme Laengde som Vinkelen
V's Sinus, men positiv, naar Vinkelens Maal endrste halve Omkreds, og negativ, naar det
endes i den sidste halve: saa falger af 8. 4 @ &sin.v udtrykker Vinkelenv's Sinus baade i

Hensigt til Direction og Leengde.

8.7.

| Overensstemmelse med §. 1 og 6 er den Radiospsgynder fra Centrum, og afviger
fra den absolute eller positive Unitet Vinkelegnsaa stor songos.v+¢sin.v. Men i Falge 8. 4
skal Productet af to Factorer, hvoraf den ene afviga Uniteten Vinkelerv, og den anden
Vinkelenu, afvige fra samme Unitet Vinkelen+u. Altsaa naar den rette Lineos.v+esin.v
multipliceres med den rette Linieosu+esin.u, bliver Productet en ret Linie, hvis
Directionsvinkel er v+u. Fglgelig kan Productet efter 8 1 og 6 beteghed v
cos.(v+u)+esin.(v+u).

8. 8.

Dette Product (cogtesinv)(cosu+esinu) eller cosy+u)+esin.(v+u) kan endnu
udtrykkes paa en anden Maade, nemlig ved at addeea Sum de partielle Producter, som
udkomme, naar hver af de adderte Linier, hvis Sdgiar den ene Factor, multipliceres med
hver af dem, hvis Sum udgigr den anden. Saaledes ljtosv+esiny){lcosu+esinu) = cosvll
cosu-sinvisSinu+g(cosvisinu+cosuiSiny) i Fglge de to bekiendte trigonometriske formler
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COos.{+u) = cosvidosu-sinviSinu, og sin.y+u) = cosviSinu+cosuiSiny. Disse to Formler kan
med Ngiagtighed og uden stor Vidtlgftighed beviseslle Tilfeelde, enten hver af Vinklerve

og u, eller een alene er positiv, negativ, stagrre atdémdre end en ret. De Saetninger, som af
samme to Formler udledes, har fglgelig ogsaa ddremdelighed.

8. 9.

Cos.v+esiny er i Fglge 8. 7 en Cirkels Radius, hvis Leengde dr, og Afvigning fra
cos.0° er Vinkelenv; Deraf fglger atr.cos.v+r.sin.v betegner en ret Linie, hvis Laengder er
og hvis Directionsvinkel er ¥, thi naar en retvinklet Triangels Catheter blivegange starre,
saa bliver ogsaa Hypothenusegange stgrre, og Vinklerne uforandrede; men Cathes Sum
er i Fglge 8. 1 saa stor som Hypothenusen, altsea@asy+r(gsiny = r(cosv+esiny). Dette er
altsaa et almindeligt Udtryk for enhver ret Linégr ligger med Linierneos.0° og €sin.9C° i
samme Plan, afviger fr@0<.0° Graderney, og har Laengden

8. 10.

Betegnen, b, ¢, d directe Linier af hvilken Leengde som helst, peositeller negative, og
de to indirectea+¢€b og c+ed ligge i samme Plan som den absolute Unitet; samadaes
Product findes, endogsaa naar deres Afvigning #a dbsolute Unitet er ubekiendt; man
behgver nemlig kun at multiplicere enhver af deeagidLinier, der udgigre den ene Sum, med
enhver af dem, som udgigre den anden, saa vil dssducter adderte udgigre det sggte
Product baade [ Henseende til Laengden og Retningesaa at
(a+eb)[(c+ed)=ac—bd+¢e(ad+bc).

Beviis. Lad Liniens ateb Leengde veeréh, og Afvigning fra den absolute Unitet
Grader; men Liniens+ed Leengde =C, og Afvigning =u: saa er, i Fglge 8. 8teb = Aldosv+A
[Esinyv, ogc+ed = Cldosu+Clgsinu, altsaaa = Aldosy, b = Aldsinw, ¢ = Cldosu, d = Cldsinu (8.
3); men i Folge 8. 4 eateb)(cted) = AICLos.+u)+esin.(v+u)] = AICHtosvidosu—sinviSinu
+g(cos.visin.u+cos.ulsinv)] 8. 8. Folgelig, naar isteden fok[Cldosvidosu seettesald,
isteden forACSinviSinu bid, o. s. v.: udkommer det, som skulde bevises.

Hvoraf fglger, at skishdt Summens adderte Liniealle ere directe, saa behgves dog
ingen Undtagelse i den bekiendte Regel, hvorpaaafttmernes Theorie, og den om hele
Functioner og deres Divisores simplices grunder, sigmlig at naar to Summer skal
multipliceres med hinanden, da maa enhver af deragi&tarrelser i den ene Sum multipliceres
med enhver af de adderte i den anden. Man karaalesse forvisset om, at naar en Aqvation
angaaer rette Linier, og dens Radix har den Fareb: da betegnes derved en indirect Linie.
Men vilde man multiplicere med hinanden rette Lingom ikke begge kunde ligge i samme
Plan med den absolute Unitet: maatte omtalte Régielesaettes. Dette er Aarsagen, hvorfor jeg
forbigaaer saadanne Liniers Multiplication. En amddaade at betegne deres forandrede
Retning forekommer i det fglgende, 8. 24-35.
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