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Forord

Ved en overfladisk betragtning kan man f& det indtryk,
at de matematiske arbejdsmetoder har andret sig voldsomt i
de seneste 10-15 &r. Den nye teknologi har latterliggjort
gamle dyder som for eksempel omhyggelighed i forbindelse
med kurvetegning. I dag har datamaten plottet funktions-
grafen allerede inden man har ndet at spidse sin blyant.
Selv billige lommeregnere kan udregne bestemte integraler
0g lgse linezre ligninger med mange ubekendte. Dette kan
give anledning til alvorlige frustrationer. Det er mit hab,
at denne bog kan medvirke til at sl& fast, at datateknolo-
gien hviler p& menneskets evne til atrasonnere, - og ikke
omvendt.

I bogens fgrste del udvikles den booleske algebra. Op-
bygningen sker p& aksiomatisk grundlag og som en generali-
sation af logik- og m@ngdealgebraerne. Hovedresultaterne
findes resumeret i en formelsamling bagest i bogen. Formel-
samlingen kan vare nyttig ved lasning af kapitlerne 3-9.

Bogens anden del introducerer digitalalgebraen som et
specialtilfalde af den booleske algebra. Digitale funktio-
ner behandles ved hjalp af udtryk, tabeller og diagrammer.

I tredie del undersgges talsystemernes matematiske bag-
grund, og med anvendelse af resultaterne fra digitalalge-
braen konstrueres og analyseres digitale talbehandlings-
netverk. v

Bogen kan bruges pd gymnasiets matematisk-fysiske gren
i forbindelse med den nye bekendtggrelses datalogiaspekt
eller det valgfrie emne. Stoffet rummer en oplagt mulig-
hed for et frugtbart samarbejde med faget fysik.

Jgrgen Ebert,
Sgnderborg,
juli 1985.




1. Logikalgebra

Den engelske filosof og matematiker, George Boole, der le-
vede fra 1815 til 1864, arbejdede med udviklingen af et nyt
logisk sprog, der skulle ggre det muligt at udtrykke selv
meget komplicerede sammenstillinger af udsagn pd en pracis
og overskuelig made.

Lad os begynde med at se pd to matematiske udsagn:

Om disse udsagn er sande eller falske afhanger helt af,
hvilken verdi x tillagges. Hvis x tillagges vardien 5, er
de begge sande. Hvis x tillagges vardien -5, er det kun q,
der er sand. I alle andre tilfazlde er de begge falske.

I den matematiske analyse beskaftiger man sig blandt andet

med at undersgge, for hvilke verdier af x s&danne udsagn er
sande.

I den matematiske logik, derimod, beskaftiger man sig med
at undersgge sandhedsvardierne af kombinationer af udsagn,
-uden at interessere sig for, hvad de enkelte udsagn egent-
lig stér for.
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De to navnte udsagn kan kombineres pd mangfoldige mader.
For eksempel séaledes:

"p og g er sande, eller p er ikke sand".

Her er benyttet ordene og, eller samt Zkke til at kombinere .
udsagnene p og q. Disse ord er hentet fra det dagligt tal-
te sprog, og dét kan give anledning til store forstdelses-
messige problemer. De to fglgende satninger viser, hvorle-

des ordet og eksempelvis kan bruges til daglig:

"Han tog jakken pd og gik ud af dgren".

"Han vejer 87 kg og har en hgjde pa 1.75 meter".

I den fgrste satning udtrykker og en tidsmaessig rakkefglge,
mens dette ikke er tilfaldet i den anden satning. Som et
eksempel p& forskellige anvendelser af ordet eller kan man

navne:
"Hun er enten 18 eller 19 &r gammel".

"Hun fik en god matematikkarakter, s& enten
har hun veret meget flittig, eller ogsé er ¢
hun i besiddelse af et naturligt talent for

matematik".

I den fgrste af disse to satninger udelukker de to mulig-
heder hinanden, idet pigen jo ikke kan vare bade 18 og 19
&r gammel. I den anden satning er der derimod ikke noget i
vejen for, at pigen b&de har varet meget flittig og er p &
besiddelse af et naturligt talent for matematik.

Anvendelsen af almindelige ord som kobling mellem matemati-
ske udsagn kan fgre til en meget ringe pracision, fordi de
matematiske udsagn ikke leverer nogen underforstdet mening,
sadledes som tilfazldet er med dagligdagens udsagn. For ek-

sempel kan man ikke vide, hvilke verdier af x, der er tale

om i den fglgende kombination:
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"Enten er x+3=8, eller ogsd er x2=25".

Hvis eller opfattes pd& samme md&de som i eksemplet med pi-
gens alder, er der kun én mulig verdi af x, nemlig -5. Men
hvis eller opfattes som i eksemplet med pigens matematikka-

rakter, er der to mulige verdier af x, nemlig -5 og 5.

George Boole paviste, at alle sadvanlige koblingsmider mel-
lem logiske udsagn kan udtrykkes udelukkende ved anvendelse
af ordene og, eller samt 7Zkke. Hvis derfor disse tre ord

gives en pracis betydning, som ikke er afhangig af den sam-
menhe&ng, hvori de indgédr, er det muligt at udtrykke alle

sammenstillinger af logiske udsagn p& en entydig m&de. Den
made, hvorpd de logiske udsagn kobles sammen, minder i man-
ge henseender om den made, hvorp& tal kan kobles sammen ved
hjelp af forskellige operationer, som for eksempel plus Og

gange. Dette skal vi beskaftige os med i det fglgende.

I sadvanlig talregning kan tallene opfattes som objekter,
man kan manipulere med, s&ledes at der opstdr nye objekter.
For eksempel kan man koble tallene 3 og 4 sammen ved hjelp
af plus, sé&ledes at tallet 7 opstdr. Operationen plus kra-
ver to tal for at danne et tredie. Der findes ogs& opera-
tioner, der kun kraver &t tal for at danne et andet. For
eksempel er den naturlige eksponentialfunktion en s&dan
operation. Hvis denopererer pd tallet 3 opstdr tallet e?®.

Generelt siger vi, at en dyadisk operator i en mangde er en
forskrift, der til ethvert par af elementer i ma&ngden til-
ordner et element i mangden.

Desuden definerer vi generelt, at en monadisk operator i en
mengde er en forskrift, der til ethvert element i mangden
tilordner et element i mengden.

Et system bestdende af en mangde samt én eller flere dyadi-
ske eller monadiske operatorer i mangden vil vi kalde en
algebraisk struktur.
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Systemet (R,+,+) er ét siﬁpelt eksempel pd en algebraisk
struktur bestdende af mangden, R, af reelle tal samt de to
dyadiske operatorer plus og gange. Denne algebraiske struk-
tur har visse velkendte egenskaber som for eksempel:

x (y+z) =xy+xz,
der galder for vilkarlige reelle tal, x, y Oo9 Z.

; Idet V betegner maengden af vektorer i en orienteret plan,
er (V,+,") et eksempel p& en algebraisk struktur med én dy-

| adisk og é&n monadisk operator. Den dyadiske operator er den

‘ sedvanlige vektoraddition, og den monadiske operator er
den forskrift, der til enhver vektor tilordner vektorens
tvarvektor. Ogs& denne algebraiske struktur har en rakke
egenskaber, som man skal kende til for at beherske vektor-
regningen. For eksempel galder der for vilka&rlige vektorer

a og i VvV, at

2 A A
5 3 5
a+b = a+b.

Vi skal nu definere en ny algebraisk struktur, og undersgge
nogle af dens egenskaber. Den nye algebraiske struktur hed-
der logikalgebraen. Lidt lgst kan man sige, at i logikalge-
braen er objekterne samlingen af alle udsagn, og operato-

rerne er eller, og samt ikke.

Vi lader L betegne m@ngden af udsagn. Hvis p er et element
i L, sd er p altsa et udsagn, der enten er sandt eller
falsk. Hvad udsagnet p faktisk udtaler sig om, vil vi ikke
interessere os for. Vi kan blot t@nke p& p som en udsagns-—
variabel, p4 samme m&de som man opfatter x som en talvari-
abel i udtrykket x+ln(x).

Den monadiske operator ikke vil vi fremover kalde negation.
Vi definerer operatoren ved at fastlagge, hvorledes den péa-
virker et udsagns sandhedsvardi. Hvis p tilhgrer L, skal

negationen af p vere sand, pracis ndr p er falsk. Negatio-

_
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nen af p vil vi skrive -p. Definitionen kan udtrykkes ved
hjelp af en sdkaldt sandhedstabel:

P || 7P

Den dyadiske operator eller kalder vi disjunktion. Hvis p
og q er elementer i L, vil vi lade pvq betegne disjunktio-
nen af udsagnsparret (p,g). Disjunktionens betydning fast-
lagger vi med kravet”om, at pvg er falsk, pracis ndr séavel
p som g er falsk. Sandhedstabellen for disjunktionen er
derfor:

pvq

w n rh Fh|'TO
n +h 0 F|Q
n n 0 rh

Den dyadiske operator og kalder vi konjunktion, Og dens
anvendelse pa udsagnsparret (p,q) skriver vi paq. Konjunk-
tionens betydning er fastlagt med kravet om, at paq er
sand, prazcis ndr sdvel p som g er sande. Sandhedstabellen
for konjunktionen er altsa:

Pl allpPra
£l £ £
fl|s £
s | £ £
s| s s

Et logisk udtryk bestdr af udsagnsvariable, der er koblet

sammen ved hjzlp af operatorer. For eksempel er

(pv (~q) ) A (-r)

et logisk udtryk med tre udsagnsvariable. Hvis man vil un-
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dersgge, hvorledes sandhedsverdien af et logisk udtryk af-
hanger af sandhedsvardierne af de enkelte udsagnsvariable,
kan man konstruere sandhedstabellen for det logiske ud-
tryk. Sandhedstabellen for ovennavnte logiske udtryk kan
sdledes konstrueres ved anvendelse af tre hjzlpesgjler:

pla|rf-a|pv(ag) | -r| (pv(=q))a(=r)
fl1 £ £ s s s s
£l f|s s s f f
fls|f f f s f
fls|s f f f £
s|f|f s s s s
s|f|s s s f f
s|s|f £ s s s
s|s|s £ s f £

Hvis to logiske udtryk har de samme sandhedstabeller, vil
vi sige, at de to logiske udtryk er ekvivalente, og vi vil

opfatte dem som varende ens. For eksempel viser tabellen

P|P]| PVP
£l £ £
s || s s

at udtrykket pvp er @kvivalent med p. Dette vil vi skrive
ved hjelp af ekvivalenstegnet =, sdledes: pvp=p. Ekviva-
lenstegnet spiller samme rolle i logikken, som lighedsteg-

net spiller i sadvanlig talregning.

Hvis et logisk udtryk har en sandhedstabel best8ende af
lutter s'er, vil vi kalde udtrykket en tautologi. For ek-
sempel er udtrykket qv(pv(-p)) en tautologi, da udtrykket
er sandt uafhengigt af sandhedsvardierne af udsagnene p og
g. Sandhedstabellen for udtrykket er nemlig:

P| gl -p| pv(-p) | qv(pv(-p))
fl1£] s s s
fls s s s
s | £ f s s
s |s f s s
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Af mellemregningerne i tabellen ses endvidere, at det lo-
giske udtryk pv(-p) ogsd er en tautologi, og at

pv (=p) =qv (pv (=p) ) .

Af definitionerne pé& akvivalens og tautologi f&s direkte,

at alle tautologier er indbyrdes ekvivalente. Vi kan altsa
vaelge én tautologi, S, som reprasentant for alle tautolo-

gierne. At pv(-p) er en tautologi, kan herefter udtrykkes

sadledes:

pv (=p) =S.

Hvis S optrader som udsagn i et logisk udtryk, skal man
ved opstilling af sandhedstabellen for udtrykket vare op-
maerksom pa, at S kun kan antage sandhedsvardien s. S er
altséd i denne sammenhang ikke en udsagnsvariabel men en
udsagnskonstant, pd samme m&de som tallet 3 er en talkon-
stant i taludtrykket 3+1ln(x).

I modsatning til en tautologi er en kontradiktion et lo-
gisk udtryk, hvis sandhedstabel bestdr af lutter f'er. En
kontradiktion er altsd falsk uafhangigt af sandhedsverdi-
erne af de udsagn, der indgdr i udtrykket. P& samme made
som tilfeldet var med tautologierne, er det let at bevise,
at alle kontradiktioner er indbyrdes @kvivalente. Vi kan
derfor velge én kontradiktion, F, som reprasentant for
alle kontradiktionerne. F kan optrade som udsagnskonstant
i et logisk udtryk, og kan kun antage sandhedsvardien f.

Hvis man skriver
pA (=p) =F,
betyder det, at det logiske udtryk pa(-p) er en kontradik-

tion. Beviset for at dette er rigtigt, fremgdr af sand-

hedstabellen for pa(-p):

P | =P | pA (-p)
f s h
£ £
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Vi er nu klar til at give den endelige definition p& den
nye algebraiske struktur, logikalgebraen:

DEFINITION 1, Logikalgebraen, (L,v,A,=), bestdr af mang-
den af alle udsagn, L, samt af de to dyadiske operato-

rer, disjunktion og konjunktion, og den monadiske opera-

tor, negation.

I det fglgende skal vi bevise fire helt fundamentale sat-

ninger angdende nogle egenskaber ved logikalgebraen.

SETNING 1. (De kommutative regler).
For vilk&rlige udsagn, p og g, galder:

(1') pvg
(1") p/\q

gvp
gap

n

BEVIS: Vi opskriver sandhedstabellerne for henholdsvis
venstre og hgjre side af @kvivalensen (1'):

SV .
aAp

pva

m w +h k(T
w Hh 0 i |Q
w n n rh

W » +h +|'T
n +h 0 Hh[Q
w v th +h|'T
n n n rh

Da pvg har samme sandhedstabel som gqvp, er de to udtryk
zkvivalente. Hermed er (1') bevist. Beviset for (1"), der

forlgber p& nasten samme made, overlades til laseren. O

SETNING 2. (De distributive regler).
For vilkadrlige udsagn, p og g, galder:

(2') pv(gar) = (pvg)a(pvr)
(2") pa(gvr) = (pAg)v(par)

[

BEVIS: Sandhedstabellerne for henholdsvis venstre og hgjre
side af zkvivalensen (2') er:
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p|a| x| gar | pv(gar)

£l €| £ £ £
flE]s £ £
fls|f £ £
fls|s s s

s | f|f £ s

s |f|s £ s
s|s|f £ s
s|s|s s s
p|a|r|pvg |pvr | (pva)a(pvr)
fl1f|E £ £ £
fl1f|s f s £
fls | £ s £ f
fls|s s s s
s | £ [ £ s s s
s |f|s s s s
s s | f s s s
s |s |s s s s

Heraf ses, at venstre og hgjre side af (2') er akvivalen-
te, hvilket beviser gyldigheden af (2'). Beviset for (2")

overlades til laseren. O

SETNING 3. (Eksistens af mneutrale elementer).
For et vilkadrligt udsagn, p, galder:

(3') pvF
(3") pAS’

P
p

n

BEVIS: Sandhedstabellen for pvF er:

p| F|| pvF
£ £
£ s

Heraf ses, at pvF har de samme sandhedsvardier som p. Der-
for er pvF akvivalent med p. Hermed er (3') bevist. Bevi-

set for (3") overlades til laseren. O
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Ekvivalensen (3') kan sprogligt formuleres s&ledes: En
kontradiktion @ndrer ikke sandhedsvardien af et logisk ud-
sagn ved disjunktion. Man kan derfor i en vis forstand si-
ge, at en kontradiktion er neutral over for disjunktion.
P& samme m&de kan (3") udtrykkes ved: En tautologi er
neutral over for konjunktion. Bemerk, at satning 3 ikke
udtaler sig om, hvorvidt der er andre neutrale elementer

over for henholdsvis disjunktion og konjunktion.

SETNING 4, (Eksistens af komplementer) .
For et vilkarligt udsagn, p, galder:

1]
0

(4")  pv(-p)
(4")  pa(=p)

1]
o

BEVIS: Sandhedstabellen for venstre side af a@kvivalensen

(4') ser sdledes ud:

P [[ =P | PV (=p)
S

s b i s

Heraf ses, at pv(-p) er en tautologi, og dermed at (4') er
gyldig. Beviset for (4") overlades til laseren. o

Et udsagn, g, med den egenskab, at

s, e 1), . —
Pvqg = S o9 pagq = F, — 22/- *7%) ELCLCF =)

~ 0
Ea®)

siges at vare et komplement til p. Setning 4 siger altss,
at -p er et komplement til pP. S@tningen siger intet om,
hvorvidt p har andre komplementer.

Vi er nu ferdige med at bevise de fire grundlaggende egen-
skaber ved (L,v,A,=). I kapitel 3 skal vi undersgge logik-
algebraen narmere, blot i en langt bredere sammenhang.



2. Mzngdealgebra

I det fglgende betegner E en bestemt grundmengde, der kan

vaere tom eller bestd af endelig eller uendelig
menter. Vi skal beskaftige os med delmangderne
grundmengde. Derfor lader vi M betegne mengden

delmengder af grundmengden. Hvis E eksempelvis
tre elementer,
E = {a,b,c},

s& har E pracis otte delmangder, nemlig:

¢ {a} {b} {c} {a,b} f{a,c} {b,c}

mange ele-
af denne
af alle
bestar af

{a,b,c}.

I dette tilfalde vil disse otte delmengder af E udggre

elementerne i M. Alts& kan vi skrive:

M = {Q)l{a}l{b}l{C}l{apb}r{aIC}l{b!C},{a,b,C}}.

Bemark, at M aldrig kan vere tom, heller ikke hvis E er

den tomme ma@ngde. M vil nemlig altid indeholde elementerne

@ og E, som eventuelt kan vare sammenfaldende.

Elementerne i M skal fungere som objekter i en algebraisk

struktur. Derfor skal vi nu definere tre operatorer i M.
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Foreningsmengdeoperatoren, U, er en dyadisk operafor i M.
Den er defineret ved, at for vilkadrlige elementer A og B i
M (det vil sige for vilkdrlige delmangder A og B af E), er

AUB = {xX€EE|x€A v x€B}.

Da AUB ses at vare en delmangde af E, altsd et element i
M, er der virkelig tale om, at foreningsme&ngdeoperatoren
er en dyadisk operator i M. Dens virkem&de illustreres
ofte ved hjalp af et sdkaldt Venn-diagram:

=AUB

E

Fellesmengdeoperatoren, N, er en dyadisk operator i M.
Den er defineret ved, at for vilkarlige elementer A og B i

M, er
ANB = {X€EE|X€EA A x€B}.
Igen ses det, at der virkelig er tale om en operator i M,

thi ANB er en delmengde af E, og dermed et element i M.
Venn-diagrammet for fazllesmangdeoperatoren ser s&ledes ud:

¢ =AnB

o

m

Komplementermengdeoperatoren, C, er en monadisk operator i
M. Den er defineret ved, at for et vilkarligt element, A,

i Mer
CA = {x€EE|-(x€A)}.

Da (A ses at vare en delmangde af E, er (A et element i M.

Derfor er komplementarm@ngdeoperatoren virkelig en mona-
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disk operator i M. Venn-diagrammet ser sdledes ud:

Da vi nu har defineret de tre operatorer i M, er vi rede
til definitionen af mengdealgebraen:

DEFINITION 1, Mengdealgebraen, (M,U,N,C), bestir af
mengden, M, af alle delmengder af grundm@ngden, E, samt
af de to dyadiske operatorer, foreningsmengdeoperatoren
og fallesmangdeoperatoren, og den monadiske operator,
komplementarmengdeoperatoren.

Ligesom tilfaldet var med logikalgebraen, skal vi bevise
fire fundamentale setninger om ma@ngdealgebraens egenska-
ber.

SETNING 1. (De kommutative regler) .
For vilkérlige delmangder, A og B, af E galder:

(1') AUB = BUA
(1") ANB = BnNA

BEVIS: Da disjunktionen er kommutativ, f&s:

AUB = {x€E|x€A ?/xeB}
{X€E|x€B v x€A}
= BUA.

n

Hermed er (1') bevist. Beviset for (1") overlades til la-
seren. o

SETNING 2, (De distributive regler) .
For vilkérlige delmangder, A, B og C, af E galder:

(2') Au(BnC) = (AUB) N (AUC)
(2") an(Buc) = (ANB) U (ANC)

s
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BEVIS: Da disjuggtgggggwer distribg?}ynmed hensyn til kon-

junktionen, f&s: ‘-\\\:; //,/
. X \\\\\_M‘\‘\\\ .

{x€E]x€A<¥/x€BﬂC},, -

{x€E|x€A v (x€B A x€C)}

{x€E| (x€A v X€B) A (x€A v x€C) }&

{X€E|x€AUB A x€AUC}

(AUB) N (AUC) .

/

AU (BNC)

Hermed er (2') bevist. Beviset for (2") forlgber pd nas-

ten samme méde. Dette overlades til laseren. o

SETNING 3, (Eksistens af neutrale elementer).
For en vilkarlig delmangde, A, af E gelder:

(3') AUP = A — jf)qp
(3") ANE = A == LD £

BEVIS: Da udsagnet x€@ er falsk for alle elementer, x, i
E, er dette udsagn en kontradiktion. Da en kontradiktion
er neutral over for disjunktion, gelder:

AU® = {x€EE|x€A v x€@}
= {xX€E| (x€n) v F}
{xX€E|x€A}

A.

Dette beviser gyldigheden af (3'). Beviset for (3") anven-

der, at udsagnet X€E er en tautologi, ndr det p& forh&nd

vides, at vi befinder os inden for grundm@&ngden, E. Dette

bevis overlades til laseren. o !

Af s@tning 3 ses, at @ er neutral over for foreningsmang-
deoperatoren, og at E er neutral over for fallesmangdeope-
ratoren. Mangdealgebraen har alts& ligesom logikalgebraen
to neutrale elementer over for henholdsvis den ene og den
anden af de to dyadiske operatorer.
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SETNING U4, (Eksistens af komplementer).
For en vilkarlig delmengde, A, af E galder:

(4') Au(ca)
(4") An(CA)

I
el

I
AS

BEVIS: Da udsagnet (x€A)va(x€A) er en tautologi ifglge
s@tning 4 i kapitel 1, er dette udsagn sandt for ethvert

element, x, 1 E. Altsd er:

AU (CA)

{XEE| (XEA) v=(xEA) }
{x€E|x€E}
E.

Hermed er rigtigheden af (4') bevist. Beviset for (4")

overlades til la@seren. o

I overensstemmelse med terminologien i kapitel 1 vil vi

sige, at en delmangde, B, af E, som opfylder
- -0, => B= ler R=(]
AUB E og ANB = @, —> =4 €br A=K

er et komplement til A. Setning 4 siger altsd, at CA er et

komplement til A.

Hermed har vi bevist de fire grundlaggende satninger om
ma&ngdealgebraen, (M,U,Nn,C). Beviserne har ret ngje fulgt
de tilsvarende s@tninger i kapitel 1. Det slagtsskab, som

derfor m& formodes at vare mellem logikalgebraen og mang-

dealgebraen, er emnet for det naste kapitel.
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3. Boolesk algebra

I de to foregdende kapitler har vi beskaftiget os med hen-
holdsvis logikalgebraen Og mengdealgebraen. Disse to alge-
braiske strukturer har s& mange lighedspunkter, at den
videre analyse af deres egenskaber med fordel kan foreta-

ges pd én gang.

Dette kan vi kun opn&, hvis vi definerer en mere generel
algebraisk struktur, der rummer bade logikalgebraen og
ma&ngdealgebraen som specialtilfelde. De matematiske sat-
ninger, vi kan bevise om denne generaliserede algebraiske
struktur, vil ogsd vare gyldige for logikalgebraen og for
ma&ngdealgebraen, samt for alle andre specialtilfaelde, for
eksempel digitalalgebraen, som vi senere skal beskaftige

os med.

En generalisering vil s&ledes reducere den arbejdsbyrde,
der er forbundet med undersggelsen af beslagtede algebra-
iske strukturer. For mange videnskabsfolk rummer en gene-
ralisering desuden en kilde til @stetisk nydelse. Den for-
nemmelse af velvere, der ligger i at kunne forklare mange
forskelligartede fanomener ud fra én simpel, overordnet
model, md formodes at have varet -og stadig er- en af de
allerstgrste tilskyndelser til videnskabelig forskning.

Desvarre har en generalisering den ulempe, at vi kommer
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til at arbejde mere abstrakt og dermed mindre intuitivt.
Dette forhold stiller store krav til pracision i bevis-
fgrelser for satningerne.

Nér vi skal definere den generaliserede algebraiske struk-
tur, m& vi lade os vejlede af, hvad logikalgebraen og
mengdealgebraen har falles. De bestdr begge af fire ting:

- En m&ngde.
- En dyadisk operator i mangden.
- En anden dyadisk operator i mangden.

- En monadisk operator i mangden.

Desuden galder der fire regler i hver af de to algebraiske
strukturer. Disse fire regler kan vi lidt upracist resumé-

re sdledes:

- Hver af de to dyadiske operatorer er
kommutative.

- De to dyadiske operatorer er distributive
med hensyn til hinanden.

- Der findes et neutralt element for hver af
de to dyadiske operatorer.

- Na&r den monadiske operator virker pa et
element i m@ngden, s& opstdr der et komple-
ment til elementet.

Enhver algebraisk struktur med disse egenskaber vil vi
kalde en boolesk algebra. De fire regler vil vi opfatte
som aksiomer, det vil sige regler ud fra hvilke alle andre
regler skal bevises.

For at pracisere definitionen pd en boolesk algebra, mi vi
indfgre betegnelser for mangden, de tre operatorer samt
for de neutrale elementer. Det letteste ville vare at
adoptere betegnelserne fra logikalgebraen eller fra m&ng-
dealgebraen, men sd kan der let opstd tvivl om, hvorvidt

vi i en given situation arbejder med den generaliserede
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algebraiske struktur eller med en af de "gamle; algebra-
iske strukturer. Derfor velger vi at indfgre nye betegnel-
ser. Den fglgende oversigt viser betegnelserne i logik-
algebraen og i ma&ngdealgebraen samt de tilsvarende beteg-
nelser i den generelle booleske algebra:

Logikalgebra Mzngdealgebra Boolesk algebra
Mazngde L M B
Objekter Udsagn Delmgd. af E ?
Identitet = = =
Dyadisk operator (1) \% u .
Dyadisk operator (2) A n .
Monadisk operator = C -
Neutralt element (1) F [0) 0
Neutralt element (2) S E 1

Herefter er vi klar til at give en pracis definition pa en

boolesk algebra:

DEFINITION 1. En boolesk algebra, (B,+,*, ), er en alge-
braisk struktur best&ende af en me&ngde, B, med to dy-
adiske operatorer, + Oog -, samt én monadisk operator,
Ma&ngden, B, skal indeholde et element, 0, og et element,

1. Desuden skal de fglgende fire aksiomer vare opfyldt.
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AKSIOM 1., (De kommutative regler).
For vilkdrlige elementer, x og y, i B galder:

(1'") x+y = y+x
(1") x-y = y-x

AKSIOM 2. (De distributive regler).
For vilkdrlige elementer, x og y, i B galder:

(2') x+(y-z) (x+y) - (x+2)

(2") =x-(y+z) = (x-y)+(x-2)

AKSIOM 3. (Eksistens af neutrale elementer).

For et vilkadrligt element, x, i B galder:

(3') x+0
(3") =x-1

AKSIOM 4, (Eksistens af komplementer) .
For et vilkarligt element, x, i B galder:

i
<A

(4') x+x
(4") xx =0

Denne definition er blot en oversattelse af definitionen p&
(L,v,A,n) samt af de fire grundlaggende satninger om logik-
algebraen. Derfor er logikalgebraen en boolesk algebra.
Pracis de samme bemerkninger ggr sig gazldende for mangde-
algebraen. Herefter er det klart, at enhver egenskab ved
den generelle booleske algebra kan fortolkes som en egen-
skab ved logikalgebraen og ved m@&ngdealgebraen, men <Zkke

omvendt.

I valget af betegnelserne, +, -, 0 og 1, er der <kke ind-
bygget nogen antagelse om, at de sadvanlige talregneregler

gelder. Alligevel valger vi at kalde operatorerne, + og -,

for henholdsvis addition og multiplikation.
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Det fgrste aksiom sigef, at sadvel additionen som multipli-

kationen er kommutative operatorer i B.

Det andet aksiom siger, at additionen er distributiv med
hensyn til multiplikationen, og at multiplikationen er di-
stributiv med hensyn til additionen. Den ene (hvilken ?) af

disse distributive regler er helt ny i forhold til "vanen"
i .

/Iy ]

fra almindelig talregning. 4/ 4 & AZribuZ. v - .
Det tredie aksiom siger, at 0 og 1 er neutrale elementer
over for henholdsvis additionen og multiplikationen. P&
forhand kan vi ikke udelukke muligheden for, at additionen
eller multiplikationen har andre neutrale elementer. Dette
er &t af de problemer, vi skal undersgge i det fglgende.

Det fjerde aksiom er det eneste af de fire aksiomer, der
inddrager den monadiske operator. Aksiomet siger, at x er
et komplement til x. Af denne grund kalder vi operatoren,
-, for komplementoperatoren. Spgrgsmdlet om, hvorvidt et
element, x, kan have andre komplementer end §, er endnu

uafklaret.

Om selve mengden, B, kan vi ikke sige ret meget, udover at

den i hvert fald ikke er tom, da den jo indeholder 0 og 1.
Muligheden for, at 0 og 1 er ens, er ikke udelukket, og det
vides heller ikke, hvor mange ¢gvrige elementer B indehol- .

der.

Ovenstdende betragtninger viser, at vi ikke skal tro p& no-
gen egenskab ved den booleske algebra, med mindre vi har
fgrt et pracist bevis for egenskaben. En sddan egenskab er
kun gyldig, sé&fremt den kan fgres tilbage til de fire ak-
siomer. Nar vi i det fglgende skal bevise rigtigheden af en
lang rakke egenskaber ved den booleske algebra, skal bevi-
serne altsd fgres alene pd grundlag af de fire aksiomer el-
ler pé grundlag af resultater, der tidligere er udledt af

de fire aksiomer. Man siger generelt, at en matematisk teo-

ri har en aksiomatisk opbygning, hvis alle teoriens satnin-
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ger kan bevises udelukkende ved anvendelse af et givet sa&t
I af aksiomer. I resten af dette kapitel skal vi foretage en
aksiomatisk opbygning af teorien for den booleske algebra.
Vi skal f@grst bevise, at 0 og 1 faktisk er de eneste ele-
menter, der er neutrale over for henholdsvis addition og

multiplikation.

SETNING 5. (Entydighed af neutrale elementer) .

|

f

(5') 0 er det eneste element i B, der i
er neutralt over for addition.

(5") 1 er det eneste element i B, der

it

|

er neutralt over for multiplikation. “
|

BEVIS: Antag, at z er et element i B, der er neutralt over
for addition. Det er s& vores opgave at bevise, at z er lig

med 0. Dette beviser vi sdledes:

= 0+z ifglge (1') i
=0 ifglge antagelsen i

r
!
!
f

1

z = z+0 ifglge (3') i

Dette beviser, at hvis z er neutral over for addition, s&

er z lig med 0. Altsd er 0 det eneste element i B, der er l
neutralt over for addition. Hermed er (5') bevist. Antag |
dernast, at u er et element i B, der er neutralt over for [
|

multiplikation. S& galder:

u o= u-1 ifglge (3") w
i

< qsg ifglge (1) !l“

i

=1 ifglge antagelsen q'
I

Hvis u er neutralt over for multiplikation, er s8ledes u
lig med 1. Derfor er der ikke andre elementer end 1, der iR

er neutrale over for multiplikation. Dette beviser (5"). i

Hermed er satning 5 bevist. o iin
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Satningen tilladef os at tale om det neutrale element over
for addition, Oog om det neutrale element over for multipli-
kation. Satningens resultat kan direkte oversattes til en
egenskab ved logikalgebraen, thi da s@tningen gzlder i en-
hver boolesk algebra, sa gelder den ogs& for logikalgebra-

en. Oversat til logikalgebraen lyder setningen:

- Kontradiktionerne er de eneste udsagn,
der er neutrale over for disjunktion.
- Tautologierne er de eneste udsagn, der

er neutrale over for konjunktion.

@VELSE 1, Oversat s@tning 5 til mengdealgebraen.

Den fglgende setning udelukker muligheden for, at et ele-
ment i B kan have flere forskellige komplementer. Dermed
bortfalder endnu en af de usikkerheder, der blev omtalt

tidligere.

SETNING 6, (Entydighed af komplementer) .
For et vilkdrligt element, X, 1 B galder, at X er det
eneste komplement til x.

BEVIS: Antag, at c er et komplement til x. Vi skal s& bevi-
se, at ¢ er 1lig med X. Da c er antaget at vare et komple-
ment til x, véd vi, at der gaelder:

X+tc =1 A x-c = 0.

Dette benyttes nedenfor:

€ =c-1 ¢ ifglge (3")
= c (x+X) ifglge (4')
= (c.x)+(c-X) ifglge (2")
= (x+c)+(c-X) ifglge (1")
= 0+(c-x) ifglge antagelsen
= (XX +(c-R) ifglge (4")
= (X+x%)+(%-c) ifglge (1")
= X (x+c)e_ ifglge (2")
= Xele— ifglge antagelsen

= X ifglge (3")
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Dette beviser, at hvis c er et komplement til X, sd er c
lig med X. Derfor er X det eneste komplement til x. Hermed
er satning 6 bevist. o

Setningen tillader os at tale om komplementet til et ele-
ment i B. Entydigheden af komplementet til et element, vil

senere vise sig at vere et vardifuldt matematisk vaerktgj,
idet beviserne for to af de allervigtigste booleske satnin-

ger (satning 10 og 16) benytter netop denne egenskab.

OVELSE 2, To mangder siges at vere disjunkte, s&fremt de
ikke indeholder noget falles element. Bevis, ved anvendelse
af s@tning 6, at hvis foreningsmangden af to disjunkte del-
me&ngder af grundmengden, E, udggr hele E, s& er den ene
delmangde lig med komplementarmangden til den anden.

OVELSE 3. G¢r, ved hijalp af s@tning 6, rede for, at hvis
pvg er en tautologi, og hvis pag er en kontradiktion, sid er
g @kvivalent med -p.

OQVELSE 4, Bevis, at i en boolesk algebra galder formlerne:

0 =1 og 1=o0.

SETNING 7. (Dualitetsprincippet).

Enhver formel, som kan udledes af den booleske algebras
aksiomer, forbliver gyldig, sifremt man overalt i form-
len erstatter addition med multiplikation, multiplikation
med addition, 0 med 1 og 1 med 0.

BEVIS: T hver af de fire aksiomer for den booleske algebra
optrader der to formler. Den ene af disse fremkommer af den
anden ved anvendelse af den beskrevne procedure. Da det ak-
siomatiske grundlag for den booleske algebra sdledes over-
holder den angivne symmetri, vil alle formler, der udledes
heraf ogsd optrade parvis (som sikaldte duale formler) .
Hermed er s@tning 7 bevist. o
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Dualitetsprincippét indébarer den store fordel, at hver
gang vi beviser en boolesk formel, f&r vi "foraret" den du-
ale formel. (Under visse omstendigheder kan de to duale
‘formler vere identiske, dette galder for eksempel for sat-
ning 10). Dualitetsprincippet er altsi med til at reducere
bevisbyrden. Desuden giver dualitetsprincippet en meget at-
traktiv struktur i opbygningen af den booleske teori.

EKSEMPEL 1, N&r man anvender dualitetsprincippet p& formlen
x+0 = x, s& fremkommer formlen x-1 = x.

@VELSE 5, Anvend dualitetsprincippet p& formlen pv(ﬂp) = S.
@VELSE 6, Anvend dualitetsprincippet pé& den f¢lgende mang—
deformel: AU(BNC) = (AUB)N(AUC) = A1) (£ gl 4]

SETNING 8, For et vilkarligt element, x, 1 B galder:

(8') x+1 = 1
(8") x+0 =0

BEVIS: Ved anvendelse af aksiomerne f&s:

x+1 = (x+1)-1/ ifglge (3")
= (x+1) - (x+X) ifglge (4')
= x+(1+X) ifglge (2')
= x+(x-1) ifglge (1")
= x+x ifglge (3")
=1 ifglge (4')

Hermed er (8') bevist. Ved anvendelse af dualitetsprincip-
pet fremkommer (8"). Dette beviser setning 8. o
b

O@VELSE 7, Reducér udtrykket ((0+x)+(1-%x))+((0+x)+(1+x)) .

OVELSE 8, Bevis ved hjazlp af sa&tning 8, at disjunktionen af
en tautologi og et andet udsagn i sig selv er en tautologi.

Giv derefter et sprogligt eksempel pd denne regel.
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OVELSE 9, Oversat setning 8 til en regel, der galder i
maengdealgebraen. :

A
ZVELSE 10, Bevis (8") uden at anvende dualitetsprincippet
pa (8').

SETNING 9, For et vilk8rligt element, x, i B galder:

(9') x+x
(9") x-x

BEVIS: En lidt trick'et udregning giver:

x = x+0 ifglge (3'")
= x+(x+X) ifglge (4")
= (x+x) * (X+X) ifglge (2')
= (x+x) -1 ifglge (4"')
= X+X ifglge (3")
Dette beviser rigtigheden af (9'). Ved at anvende duali-
tetsprincippet pa (9') fremkommer (9"). Hermed er satning 9

bevist. o

OVELSE 11, Reducér det booleske udtryk x+(x-(x-X)) si meget
som muligt.

@VELSE 12. G¢r ved hjalp af satning 9 rede for, at formlen
{teR|ItI<1 A =1<t<1} = 1-1,11
er gyldig.

@VELSE 13, Oversat satning 9 til betegnelserne fra mangde-
algebraen og til betegnelserne fra logikalgebraen.

SETNING 10, For et vilkarligt element, x, i B galder:

(10) % = x
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BEVIS: Vi indfgrer y som forkortelse for x. S& galder:

(*) y = x.
Heraf fas:
Y+X = X+X ifglge (*)
= X+x ifglge (1')
= 1 ifglge (4")

Desuden er:

VX = Rex ifglge (*)
= x-X ifglge (1")
=0 ifglge (4")

Altsd galder:

y+x = 1 A y*x = 0.
Men dette betyder jo, at x er et komplement til y. Ifglge
s@tning 6 er y det eneste komplement til y. Altsi er y lig
med x. NAr man heri indsatter (*), f&s, at % er lig med x.

Dette afslutter beviset for s@tning 10. o

OVELSE 14, Oversat satning 10 til betegnelserne fra mangde-
algebraen.

OVELSE 15, Leo Mathiesen (1906-1969) var en af pionererne
inden for dansk jazz. I en af sine tekster siger han:

"= but I aint got no cigar." \
Hvad betyder det?

@VELSE 16, Lgs den booleske ligning (;+x)-; =1,

OVELSE 17, Find den duale formel til (10) .
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SETNING 11, For vilkarlige elementer, x og y, i B galder:

(11")  (x+y) " (x+y) = x
(11") (x-y)+(x-y) = x

BEVIS: Ved hjelp af aksiomerne f&s:

(x+y) - (x+y) = x+(y-¥) ifglge (2') i
= x+0 ifglge (4") |
= x ifglge (3') J

Hermed er (11') bevist. Ved anvendelse af dualitetsprincip- |
pet fremkommer (11"). o I

@VELSE 18, Anvend (11") til en fortolkning af teksten:
"Enten er det mandag og solen skinner, eller J

ogsd er det mandag og solen skinner ikke." b

{l
OVELSE 19, Bevis (11") direkte ud fra de fire aksiomer. ti

SETNING 12, For vilkirlige elementer, x og y, i B galder: &
I

1
-

(12')  x+(x-y)
(12")  x- (x+y)

BEVIS: Ved anvendelse af aksiomerne samt s@tning 8 fas:

|
X+ (x0y) = (x-1)+(x-y) ifglge (3") H
= x- (1+y) ifglge (2") fu
= x- (y+1) ifglge (1') i
= x+1 ifglge (8')
= x ifglge (3") ik

Hermed er (12') bevist. N&r dualitetsprincippet anvendes pa

(12') fremkommer (12")’ o
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QVELSE 20, Oversat satning 12 til betegnelserne fra mengde-
algebraen, og illustrér s&vel (12') som(12") ved hjelp af

Venn-diagrammer.
@VELSE 21, Bevis formlen y- (x+y)+y = 1.
QVELSE 22, Reducér udsagnet: t€Q A (t€R v t€Q), hvor Q og R

som sadvanlig betegner henholdsvis mengden af rationale tal

og mengden af reelle tal.

SETNING 13, For vilkarlige elementer, x og y, i B galder:

(13'") x+(§-y) = X+y
(13")  x-(x+y) = x-y

BEVIS: Der galder:

x+(X*y) = (x+X) - (x+y) ifglge (2')
= 1. (x+y) ifglge (4')
= (x+y) -1 ifglge (1")
= xX+y ifglge (3")

Hermed er (13') bevist. Dualitetsprincippet viser s&, at
ogsd (13") er gyldig. o

QVELSE 23, Anvend (13") til at reducere udsagnet:
t<3 A (E23 v t>2).

@VELSE 24, Anvend (13') til at reducere m@ngdeudtrykket:
BU (DN (CB)),

hvor B og D betegner delmengder af grundmangden, E.

OVELSE 25, Oversat (13') og (13") til betegnelserne fra lo-
gikalgebraen. Illustrér derefter resultaterne ved hjelp af
sandhedstabeller.
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SETNING 14, For vilk&rlige elementer, x og y, i B galder:

(14") §+(x-y) = x+y
(14")  x- (x+y)

]
X1
=

BEVIS: Der galder:

X+ (x-y) = (X+x) . (%+y) ifglge (2')
= (x+X) + (R+y) ifglge (1')
= 1. (x+y) ifglge (4')
= (x+y) -1 ifglge (1")
= x+y ifglge (3")

Hermed er (14') bevist. Ved anvendelse af dualitetsprincip-
pet fremkommer (14"). o

@OVELSE 26, Satning 14 kan bevises p& en meget elegant méade
ved at anvende satning 10 og sa&tning 13. Prgv dette.

QVELSE 27, Oversat (14") til betegnelserne fra logikalge-
braen, og opstil dernast sandhedstabellerne for henholdsvis

den venstre og den hgjre side af den oversatte formel.

SETNING 15, (De associative regler).
For vilkarlige elementer, x, y o9 z, i B galder:

(15")  x+(y+z) = (x+y)+z
(15")  =x-(y-2z) = (x-y)-z

BEVIS: Vi indfgrer forkortelser for henholdsvis venstre og
hgjre side af (15').:

(i) vi= x+(y+2)
(i1) h:= (x+y)+z

Beviset for (15') udfgres i tre trin, idet vi beviser:

(iii) vex = h-x
(iv) v+X = h-x
h

(v) v

Det ses, at (15') vil vere bevist, ndr vi har bevist (v).
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Bevis for (i1i)}
VeX = XV
= x* (x+(y+2))
= X
h x = x+h
= x- ((x+y) +2)
= (x-(x+y)) +(x-2)

= x+(x-2)

X

Bevis for (iv):

VeX = )_{'V
= x- (x+(y+z))
= X- (y+z)

h-x = x.h
= X- ((x+y) +2)

= (x- (x+y))+(X-2)
= (X-y)+(X-2)

= x- (y+z)

Heraf ses, at (iv) er sand.

Devly for [w):

v = vl
= v (x+X)
= (VeX)+(v-X)
= (h-x)+(h-X)
= h. (x+X)
= h-1
= h

Hermed er (v) bevist. Som navnt afslutter

ifglge
ifglge
ifglge
ifglge
ifglge
ifglge
ifglge
ifglge

i
(1)
(12")
(1")
(ii)
(2"
(12")
(121

Disse to udregninger viser, at (iii) er sand.

ifglge (1")

ifglge (i)

ifglge (14")

ifglge (1"

")

ifglge (ii)

ifglge (2"

")

ifglge (14")

ifglge (2'

ifglge (3")

ifglge (4°'

ifglge  (2")
ifglge (iii) og (iv)
ifglge (2")

ifglge (4"

ifglge (3")

(15'). Ved at anvende dualitetsprincippet pa

mer (15"). Hermed er s@&tning 15 bevist. o

dette beviset for

" ) !

)

)

(15') fremkom-
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De associative regler har stor praktisk betydniné, idet vi
uden fare for misforstdelser kan tillade os at skrive for
eksempel x+y+z. Der er to mulige fortolkninger af dette ud-
tryk, nemlig henholdsvis x+(y+z) og (x+y)+z. Ifglge den as-
sociative regel for addition er disse fortolkninger identi-
ske. Det ses let, at man kan udvide skrivem&den til at om-
fatte et vilkarligt antal elementer, for eksempel x+y+z+w.
De samme bemerkninger ggr sig galdende for den associative
regel for multiplikation.

@QVELSE 28. Udtrykket x+y+z+w har mange mulige fortolknin-
ger, for eksempel fglgende:

((x+y) +2z) +w
(x+y) + (z+w)

X+ ((y+2) +w)

Ggr rede for, at disse tre fortolkninger er identiske.

@VELSE 29, Undersgg, om man uden fare for misforst&else kan
tillade sig at skrive x+y-z uden angivelse af parenteser.
Prgv for eksempel at fortolke det booleske udtryk 1+1-0 p&
forskellige mader.

QVELSE 30, N&r man i almindelig talregning skriver 3+7-2,
s& giver det Zkke anledning til misforst&elser. Sammenlign
dette med resultatet i gvelse 29, og find en forklaring.

OVELSE 31, Oversat satning 15 til betegnelserne fra mengde-
algebraen, og illustrér resultaterne ved hjzlp af Venn-dia-

grammer.

@VELSE 32, Oversat setning 15 til betegnelserne fra logik-

algebraen, og illustrér resultaterne ved hjelp af sandheds-
tabeller.

e ———

e e e A S
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SETNING 16, (De Morgans regler).
For vilkarlige elementer, x og y, i B galder:

(16"') x+y =

LA
KK

(16") x-

=
"

BEVIS: Fgrst beviser vi (16') ved hjalp af to mellemregnin-
ger: _
o 5
!lrv
(x+y) +(X+y) = x+(y+(x-y)) ifglge (15')
= x+(y+(y-x)) ifglge (1")

= x+(y+X) ifglge (13')
= x+(x+y) ifglge (1')
= (x+X)+y ifglge (15"')
= 1+y ifglge (4')
= y+1 ifglge (1')
= ifglge (8')
"V‘;V‘dﬁ"" o O Vadieme - {
(x+y) * (X*¥) = ((x+y)-X)-y ifglge (15")
= (x-(x+y)) -y ifglge (1")
= (x-y)°y ifglge (14")
= X-(y-y) ifglge (15")
= %0 ifglge (4")
0 ifglge (8")

{ob dierne - 0
Disse to mellemregninger viser, at §~§ er et komplement til
X+y. Ifglge satning 6 er §T§ det eneste komplement til x+y.
Altsid m& x+y vere lig med x-y. Hermed er (16') bevist. P&
se&dvanlig made giver dualitetsprincippet, at ogsd (16") er

sand. Dette afslutter beviset for satning 16. o

De regler, der kommer til udtryk i s@tning 16, er opkaldt
efter en amerikansk logiker, De Morgan, som levede fra 1806
til 1871, altsé& nogenlunde samtidigt med George Boole.

De Morgans regler har vidtrakkende betydning inden for alle
specialtilfelde af den generelle booleske algebra, og ikke

mindst inden for digitalalgebraen.
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OVELSE 33, Anvend De Morgans regler til en forenkling af
udsagnet = (t>3 v t¢Z+). For hvilke reelle tal, t, er ud-
sagnet sandt?

OVELSE 34, Oversat De Morgans regler til betegnelserne fra
logikalgebraen, og illustrér dem ved hjelp af sandhedsta-
beller.

@VELSE 35, Oversat De Morgans regler til betegnelserne fra

mengdealgebraen, og illustrér dem ved hjelp af Venn-dia-

grammer.




4. Digitalalgebra

I fgrste del (kapitel 1-3) s& vi, hvorledes den booleske
algebra opstod som en generalisation af logikalgebraen og
me&ngdealgebraen. I denne anden del (kapitel 4-6) g&r vi den
modsatte vej. Med udgangspunkt i den generelle booleske al-
gebra definerer vi et specialtilfelde, nemlig digitalalge-
braen. Ved behandlingen af denne nye algebraiske struktur
kan vi benytte hele formelapparatet fra kapitel 3. Her vi-
ser sig netop en af fordelene ved at udvikle teorien under
s& generelle betingelser som muligt.

DEFINITION 1. (Digitalalgebra).
En digitalalgebra er en boolesk algebra med netop to ele-

menter.

Denne definition virker meget elegant i al sin enkelthed,
men den affgder straks nogle spgrgsmdl om eksistens og en-
tydighed: "Findes der en digitalalgebra?", og "Hvor mange
digitalalgebraer findes der?". Det er berettiget at stille
sig tvivlende over for eksistensen af en digitalalgebra.
For eksempel kan man ret let bevise, at der <kke findes no-
gen boolesk algebra med pracis tre elementer. (Dette skal
vi behandle i en senere gvelse). De fplgende satninger gi-
ver et klart svar pd spgrgsmilet om eksistensen af en digi-

talalgebra, og et delvis svar pa& spgrgsmiélet om entydighe-

den af en digitalalgebra.
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SETNING 1, (Eksistens af en digitalalgebra).

Der findes en digitalalgebra.

BEVIS: Lad E va@re en me&ngde, og lad M vaere mangden af alle
delm@&ngder af E. S& er (M,U,Nn,C) som bekendt en boolesk al-
gebra. Antag nu, at E indeholder pracis ét element. S& har
E precis to delm@ngder, nemlig ¢ og E. Men det betyder jo,
at M har pracis to elementer. Altsd er (M,U,Nn,C) en digi-

talalgebra. Hermed er satning 1 bevist. o

Efter sdledes at have bekraftet eksistensen af en digital-

algebra, begynder vi at undersgge entydigheden:

SETNING 2. De neutrale ‘elementer over for henholdsvis ad-
dition og multiplikation i en digitalalgebra er forskel-

lige, og disse er de eneste elementer i digitalalgebraen.

BEVIS: Vi kalder digitalalgebraen for (D,+,-, ). De neutra-
le elementer over for henholdsvis addition og multiplika-
tion kalder vi 0 og 1. Antag nu, at 0 og 1 er ens. For et

vilkdrligt element, x, i D galder sa:

x = x°1 ifglge (3") i kapitel 3
ifglge antagelsen
=0 ifglge (8") i kapitel 3

1}
.
o

Dette viser, at ethvert element i D er lig med 0. Derfor
har D kun &t element. Men det er i modstrid med definitio-
nen pd en digitalalgebra. Altsa m& antagelsen, om at 0 og 1
er ens, vare forkert. Men sd m&d 0 og 1 vaere forskellige.
Desuden m& 0 og 1 vare de eneste elementer i D, da D ifglge
definitionen ikke har mere end to elementer. Hermed er sat-

ning 2 bevist. o

@VELSE 1, Findes der en boolesk algebra, hvori de neutrale
elementer over for henholdsvis addition og multiplikation

er ens ?

——— ]
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SETNING 3, I en digitalalgebra, (D,+,-,”), m& additions—
tabellen og multiplikationstabellen samt komplementtabel-
len ngdvendigvis vare

X+y

o
o =Xl

- = O o|X

- O = ol

- o a4 o

- 2 o ofx

- O = o~
- O O o
_

hvor 0 og 1 betegner de neutrale elementer over for hen-
holdsvis addition og multiplikation.

BEVIS: Ifglge s@tning 2 bestdr D pracis af elementerne 0 og
1. Tabellerne skal derfor kun indeholde disse elementer. I-
fglge (3') i kapitel 3 er x+0 = x. Derfor kan fgrste og
tredie rzkke i additionstabellen kun udfyldes p& den angiv-
ne made. Ifglge (8') i kapitel 3 er x+1 = 1. Alts3 m& ogsa
anden og fjerde rzkke i additionstabellen ngdvendigvis ud-
fyldes som angivet. Hermed er det bevist, at der ikke er
andre muligheder for additionstabellen end den angivne. Det
overlades til laseren at bevise, at det samme er tilfeldet
for multiplikationstabellen. Ved at benytte additionstabel-
len og multiplikationstabellen fds herefter, at

140 = 1 A 1-0 = 0.

Men det betyder jo, at 0 er et komplement til 1. Ifglge
setning 6 i kapitel 3 er 71 det eneste komplement til 1.

Altsd er T = 0. Derfor ma anden razkke i komplementtabellen
ngdvendigvis vare udfyldt som angivet. Ved at komplementere
begge sider af ligningen T = 0 f&ir man 1 = 0. Ifglge sat-

ning 10 i kapitel 3 kan vi heri erstatte ? med 1. Alts&
galder 1 = 0. Derfor m& ogséd fgrste rakke i komplement-
tabellen ngdvendigvis vare udfyldt som angivet. Dette af-

slutter beviset for s@&tning 3. o

Det er verd at bemazrke den store lighed, der hersker mellem
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tabellerne i endigitalaigebra og de tilsvarende tabeller i
logikalgebraen. Denne lighed er &arsagen til, at man ofte
bruger betegnelsen digitallogik som et synonym for digital-

algebra.

@VELSE 2, Ved at anvende den teknik, der blev benyttet i
beviserne for saztning 2 og 3, kan man bevise, at der Zkke
findes nogen boolesk algebra med pracis tre elementer. Gen-

nemfgr dette bevis.

Vi har nu alt i alt bevist, at der findes en digitalalge-
bra, og at den regnema@ssige struktur i en digitalalgebra er
entydigt bestemt. Selvfglgelig kan vi valge andre symboler

end netop
0, 1, +, =,

som reprasentanter for elementerne og operatorerne. For ek-
sempel kunne vi (javnfgr beviset for satning 1) valge at

benytte symbolerne

hvor E er en mangde med prazcis &t element. Imidlertid er
betegnelserne uinteressante, idet vi kun skal beskaftige os
med den regnemassige struktur. Derfor valger vi fortsat at

benytte symbolerne
0, 1, +, =,

der igvrigt netop er de symboler, der traditionelt anvendes
inden for digitalteknikken. P& denne baggrund kan vi pasta,
at 7 al vesentlighed findes der netop én digitalalgebra ,

- bortset fra valget af symboler.

EKSEMPEL 1, P& de fglgende sider skal vi se p& et eksempel

pé en anvendelse af digitalalgebraen. Anvendelsesomridet er

meget stort. Dette hanger sammen med, at der i dagligdagen




“ |

) . . . - -
er sa mange systemer, der kan befinde sig i to stabile til- r
stande: ‘

|
- En jernbanebom kan vare oppe eller nede. t
- En advarselslampe kan vare tandt eller ’
slukket.
- En kgrende bilist kan standse eller
fortsatte sin kgrsel.

Ofte indvirker s&danne systemer p& hinanden:

- En k¢rende bilist, der narmer sig en
jernbaneoverskering, fortsatter kun sin
kgrsel, s&fremt jernbanebommen er oppe,
og advarselslampen er slukket.

Det ses, at de to variable

- Jernbanebommen,

- Advarselslampen,
styrer den tredie variable

- Bilisten.
I forbindelse med undersggelsen af s&danne styringssystemer
er digitalalgebraen et karkomment og praktisk redskab. For

at indse dette skal vi fgrst ggre de variable tilgengelige
for matematisk behandling. Dette hedder at erklere de vari-

able. Erkleringen for jernbanebommen kan eksempelvis lyde:

I Jernbanebommen er en variabel, som
i kaldes x. Dens tilstande er:

x=1 : Jernbanebommen er nede.

Erklaringen for advarselslampen valges til at lyde:

|
|
{ x=0 : Jernbanebommen er oppe.
|
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Advarselslampen er en variabel, som
kaldes y. Dens tilstande er:
y=0 : Advarselslampen er slukket.
y=1 : Advarselslampen er tendt.
Og endelig erklarer vi bilisten s&ledes:
Bilisten er en variabel, som kaldes z.
Hendes tilstande er:
z=0 : Bilisten standser sin kgrsel.
z=1 : Bilisten fortsatter sin kgrsel.
Teksten, der fortalte om bilistens reaktion pa jernbanebom-
mens og advarselslampens tilstande, kan nu oversattes ord-
ret til:
z=1 & x=0 A y=0.
Ved at negere begge sider af biimplikationen f&s:
2 (2z=1) & =(x=0 A y=0).
Ved anvendelse af en af De Morgans regler far vi:
= (z=1) & o(x=0) v -(y=0),
som reduceres til:
z=0 & x=1 v y=1.

Vi har nu fuld kontrol over z's afhangighed af x og y:

z=0 & x=1 v y=1,

z=1 & x=0 A y=0.

Resultatet kan systematiseres ved hjzlp af en tabel:
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= = O oO|X
= O = o~

S O O =~ N

eller ved hjalp af et udtryk:

Z = X+y.

@VELSE 3, G¢r rede for, at tabellen for z og udtrykket for
z er i overensstemmelse med hinanden.

OVELSE 4, Oversat hver af tabellens rakker til naturligt
sSprog.

Vi har nu foretaget en undersggelse af bilistens reaktion
pé& jernbanebommen og advarselslampen. En simpel styrings-
mekanisme som denne berettiger egentlig ikke til en s&
grundig undersggelse. Eksemplet er kun medtaget for at vise
nogle perspektiver i anvendelsen af digitalalgebraen. Sty-
ringsmekanismerne i for eksempel en lommeregner eller i en
microcomputer er helt anderledes komplicerede. I forbindel-
se med konstruktion og analyse af den slags systemer er di-
gitalalgebraen ikke blot velegnet, men ogsd aldeles ngdven-
dig.

@VELSE 5, I nedenst&ende policebetingelse skal du foretage
en erklaering af hver af de variable, og derefter oversatte
policebetingelsen til en tabel og til et udtryk.

Forsikringsselskabet betaler kun for
reparation af skader i forbindelse med
et sprangt vandrgr, sd&fremt skadesanmel-
deren har tegnet en rgrskadeforsikring,
og safremt skaden ikke er en fglge af

krigshandlinger.
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OVELSE 6, I nedenst&ende tekst gemmer sig fire.digitale va-
riable. Den ene af disse er styret af de tre andre. Prgv at
finde og erklzre de variable. Opstil derefter en tabel og
et udtryk for teksten.

De ar, hvis 4rstal er delelige med fire, er
skuddr, dog kun de hundrededr, hvor &rstallet
er deleligt med firehundrede. Ar 1900 var s&a-
ledes ikke et skud&r, hvorimod &r 2000 vil

vaere det.

Til slut i dette kapitel indfgrer vi en razkke praktiske
skrivemdder, som sikrer os en mere fri notation, navnlig
hvad angdr det enorme forbrug af parenteser.

VEDTAGT 1, Som tidligere omtalt, kan vi i kraft af de asso-
ciative regler undvare parenteser i rent additive udtryk og
i rent multiplikative udtryk. Vi vedtager at benytte os af
denne frihed fremover. For eksempel kan vi tillade os at
skrive x*y-z-w, idet udtrykket giver samme mening, uanset
hvorledes man sztter parenteser i det.

VEDTAGT 2, I sadvanlig talregning er der tradition for, at
parenteser om produkter er underforstdede. For eksempel be- L
tyder 7+2-3+1 faktisk, at 2 og 3 skal multipliceres fgr ad-
ditionerne udfgres. Det vil sige, at der er underforstiet

parentes om 2-3, altsd 7+(2:3)+1. Vi vedtager at overfgre

denne tradition til digitalalgebraen. Herefter kan vi ek-

sempelvis skrive:

(u+v) + ((W-x) +y) = u+v+ (w-x)+y ifglge vedtagt 1
= utviwex+y ifglge vedtagt 2.

VEDTAGT 3, I den se&dvanlige talregning er der ogséd en tra-
dition for, at multiplikationstegn mellem talvariable er
underforstdede. Nar vi skriver 7x+3xy, mener vi i virkelig-
heden 7-x+3-.x-y, der igen skal forstis som (7-x)+(3:x-y).

Ogsé& denne tradition vedtager vi at overfgre til digitalal-
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gebraen. For ekéempellkan vi tillade os at skrive:

ut ((vew)+(x- (y+2)))

= ut(vew)+(x- (y+z)) ifglge
= u+v-w+x- (y+z) ifglge
= utvw+x (y+2z) ifglge

Bemerk, at parentesen om y+z 7kke kan undvares.

@VELSE 7. Skriv de distributive regler s& enkelt
ved anvendelse af de tre vedtagter.

vedtagt 1
vedtagt 2
vedtagt 3.

som muligt

QVELSE 8, Hvilke af udtrykkene xy+z, x(y+z), (xy)+z er ens?

OVELSE 9, Udregn vardien af (1+0:1+1)-140-1.

OVELSE 10, Opskriv De Morgans regler si enkelt som muligt.




5. Digitale funktioner

I det foregdende kapitel s& vi et eksempel p&, hvorledes

bilistens reaktion var styret af jernbanebommens og advar-
selslampens tilstande. Dette vil vi fremover udtrykke ved
at sige, at bilistens reaktion er en funktion af jernbane-
bommens og advarselslampens tilstande. Her er der tale om
en funktion af to variable. Nedenst8ende definition er en

anelse mere generel:

DEFINITION 1, (Digital funktion).
Lad n vere et positivt helt tal. En variabel, w, i digi-
talalgebraen siges at vere en funktion af de n variable,

Xy Xy Xgree Xy sdfremt vardien af w er entydigt bestemt

af vaerdierne af X1’X2’x ,xn. Den variable, w, kaldes

qree.
den afhengige variable, fordi dens vardi afhanger af var-

dierne af xl,xz,x3,...,xn. I modsetning hertil kaldes Xl’

Ko rXyreee X de uafhengige variable.

Nar man skal arbejde med en digital funktion, w, af n vari-
able, Xy 1¥Xys Xy X , €r man ngdt til at ggre pracist rede
for, hvorledes vardien af w afha&nger af vardierne af xl,xz,
XyreoarX o I eksemplet med bilisten har vi allerede set tre

forskellige formuleringer af en sddan afhangighed:
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-En sp?oglig'formulering:
En kgrende bilist, der narmer sig en jern-
baneoverska®ring, fortsatter kun sin kgrsel,
safremt jernbanebommen er oppe, og advar-
selslampen er slukket.

-En funktZionstabel:

- o o ofx
- O = Ok

o O O —=|N

-Et funktionsudtryk:

Z = X+y.

Den sproglige formulering er kun velegnet i forbindelse med
ganske simple funktioner, idet man meget let lgber ind i
problemer med dagligsprogets mangetydighed. I praksis fore-
trazkker man derfor at foretage en erklering af alle de va-
riable, sdledes at man hurtigst muligt kommer bort fra den
rent sproglige formulering. Derved opnar man ogsd, at funk-
tionen bliver tilgangelig for behandling med matematiske

redskaber, det vil sige alle formlerne fra kapitel 3. I det

fglgende vil vi fortrinsvis se pé& funktioner, som er givet
ved en tabel eller et udtryk.

QVELSE 1, Opstil tabellen for den funktion, der har funk-
tionsudtrykket w = xy+z.

@VELSE 2., Hvor mange rakker er der i tabellen for en funk-
tion af n variable ?

@VELSE 3, Find et funktionsudtryk for den funktion, der har
tabellen:

- 2 O O|X
- O = o~

o O = OfN
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OVELSE 4, Reducér udtrykket for funktionen w = Xyz+Xyz+Xy.

Vi skal nu se pa nogle metoder, der kan anvendes ved over-

gangen fra funktionsudtrykkene til tabellerne.

EKSEMPEL 1, Vi vil finde tabellen for den funktion, der har
funktionsudtrykket

w = x(y+z).

Tabellen har formen

= =2 2 2 O O O OfX
- 20 0O 0 = 2 O ol
- O = O = O = oO}|N

Den mest ligefremme metode bestdr i at udfylde tabellen
rakke for razkke. For hver af de otte rakker satter vi de ;
pdgaldende vardier af x, y og z ind i udtrykket for w, og

regner verdien af w ud. For fdérste rakke fas:

X =0Ay=0aAn2z=0
= w = 0(0+0)
=>w = 1-0
=>w =0

Derfor skal tabellens fg@grste rakke udfyldes med et 0. Sidle-
des kunne man fortsaztte med hver af de resterende syv rak-

ker.

En anden, og mdske lidt mere elegant metode, ligner den,

der blev benyttet ved opstilling af sandhedstabellerne i
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kapitel 1. Ud fra de tre indgangssgjler i tabellen konstru-
eres sgjler for henholdsvis x og y+z og X(y+z):

5 x|ylz|x]|y+tz|w
| ofofol[1] o [o
f ofof1ff1| 1 |1
of1]olff1] 1 |1
, o1 1ff1] 1 |1
I 110]{o0flo| o |o
tlol1fo| 1 ]o
: 1{1]oflo] 1 |o
?h 111 1ffo] 1 |o

En tredie metode benytter det faktum, at w kun kan antage
vaerdierne 0 og 1. Vi kan regne ud, i hvilke tilfalde w an-
tager verdien 0:

=0
(y+z) =0

=0vy+z =0

E I B

«
«
© =1v (y=0a2z=0)

Af denne analyse fglger det, de razkker i tabellen, hvori w
antager vardien 0, pracis er de rakker hvori enten x er 1
i eller sével y som z er 0. Alle de ¢vrige rakker skal der-
LJ for udfyldes med vardien 1 for w. Denne fremgangsmide, der
'i[ i visse sammenh@nge er meget hurtig, er i virkeligheden en
5, oversattelse af problemet fra digitalalgebraen til logik-
jf algebraen.

De tre beskrevne metoder har hver deres fordele. Hvilken

|

|8 metode man valger, afhanger vist mest af vanen, men falles
hi for de tre metoder er, at det altid kan betale sig at for-
!? spge at reducere funktionsudtrykket inden tabellen skrives.

i OVELSE 5. Reducér funktionsudtrykket z = (u+x) (u+x) (u+v) +x,
t og opstil derefter tabellen for funktionen.
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OVELSE 6, Reducér funktionsudtrykket w = (x+y)x, og opstil
derefter tabellen for funktionen.

Til slut i dette kapitel skal vi se P& en generel metode,
der er anvendelig ved overgangen den modsatte vej, altsi
ved overgangen fra en funktionstabel 771 et funktionsud-
tryk. Vi starter med et eksempel:

EKSEMPEL 2, Vi vil finde et funktionsudtryk for den funk-

tion, der har tabellen:

- = =2 2 O o o o|x
= = O O = 2 o o~
- O = 0 = o = oln
© = O 0 0o = o ols=

Det ses, at w har vardien 1 i tredie og syvende rakke:
w=1 & (x=0 A y=1 A 2=0) v (x=1 A y=1 A z=0).

Vi omskriver nu deludsagnene, sdledes at alle 0'erne for-

svinder fra implikationens hgjre side:
w=1 & (=1, A y=1 A 2=1) v (x=1 A y=1 A z=1).

Ved anvendelse af egenskaberne ved multiplikationen f&s s&:
w=1 & Xyz=1 v xyz=1,

som igen kan omskrives ved anvendelse af egenskaberne ved

addition:

w=1 & §y§+xy§=1.
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Heraf ses, at w har vardien 1, netop nadr Xyz+xyz har verdi-
en 1. Men s& ma det ogs& galde, at w har vardien 0, netop

ndr xyz+xyz har verdien 0, thi der er jo ikke andre elemen-
ter end 0 og 1 i digitalalgebraen. Under alle omstendighe-

der har w og Xyz+xyz samme vardi. Men si er de jo ens:
W = XYZ+XyZ.
Hermed har vi fundet et funktionsudtryk for w som funktion

af x, y og z. Tilbage har vi kun at reducere dette funk-

tionsudtryk:

w = §y§+xy§
= (x+x)yz
= 1-yz
= yz.
Altséd er det endelige udtryk for w givet ved:
w o= yz.
Det fremgdr af dette funktionsudtryk, af w faktisk slet ik-
ke afhanger af x. Dette er en egenskab ved w, som man nappe
ville have opdaget alene ved en betragtning af tabellen.

Den beskrevne metode kan virke lidt "tung". I praksis for-
lgber overgangen fra tabel til udtryk dog langt mere ele-
gant. Det er faktisk muligt at opskrive et funktionsudtryk
direkte ud fra tabellen. Hvis vi nemlig ser efter, hvad der
egentlig foregik i den beskrevne metode, kan fremgangsmaden

systematiseres sdledes:

Fgrst markeres med * de rakker i tabellen, hvori w har ver-

dien 1:

*
= 2 4o 40 0O O 0o o|x
- = 0O O = = o ofx
- O = O = O = oOofnN
© = O 0O o = o ols
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For hver af de markerede rakker skrives et rent multiplika-
tivt udtryk best&ende af de uafhangige variable (hvis de
har verdien 1) eller deres komplement (hvis de har vardien

0):

x|y |z ||w|hjelpesgjle
ofojofjo
ojoj|1]o

*lol1(o0f1|xyz
011 1710
1]101]0{O
11010 '

11101 |xyz
1]11]1(0

Til slut adderes de multiplikative udtryk: i

x|y | z| w| hjelpesgjle :
ojof|ofo
ojo|1|o0 i

slol1lof1]xyz £
oj1|1¢(o0 é
110]o0fo :
110|140

*1 11|01 xyz %
111]1¢(0 i

W = XYZ+XYZ

Det ses, at resultatet svarer til det tidligere fundne ud- \
tryk for w som funktion af x, y og z. Laseren opfordres til

at sammenligne denne sidste metode punkt for punkt med den

tidligere metode.

QVELSE 7. Find et udtryk for den funktion, der har tabel-
len:

_\_\oox
- o = oK

- O O =N
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OVELSE 8, Find et udtryk for den funktion, der er givet ved
tabellen:

- 2 4o a0 0O 0O 0O ofx
- =2 O O = = o o~
- O = o = o = ofn
O O = O = = o ols=

og reducér det fundne udtryk.

Metoden for overgangen fra tabellen til funktionsudtrykket
vil altid give et additivt udtryk med lige si mange led,

som der er 1'ere i funktionstabellens udgangssgjle. Hvis
i antallet af 1'ere er meget stort, kan det fremkomne udtryk
“j derfor virke uoverskuéligt. I sadanne tilfzlde kan det be-
%i tale sig forst at finde et udtryk for den komplementerede
wé funktion, og derefter for selve funktionen.
|

EKSEMPEL 3, Vi ¢gnsker at finde et udtryk for den funktion,
der har tabellen:

- =2 O o|x

- O = ol

- O A alnN

1' Da der er flere 1'ere end O'ere i tabellen for z, finder vi
Fu tabellen for z:

- 2 o ofx
- O = o~

- O A aln
o = O ofnNi
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Derefter finder vi et udtryk for z:

x|y |z|z|hjzlpespile

0ojof1]o0

0|1 1 0

*11]0fo]1]xy
111110
z = xy ,
Altsd er

z = xy.

Ved komplementering findes udtrykket for z:

Z =Xy ® 2z = X+ty & z = x+y.

@VELSE 9, Find et funktionsudtryk for den funktion, der er i
fastlagt ved fglgende tabel:

= 2 49 4 0 0o o ofx
= =2 O O = 2 o o~
- O = 0o = 0o = oln
= =2 O =2 o = 4 ols=

QVELSE 10, En virksomhed med &n dgr, &t vindue og &t lager-
lokale skal have installeret et alarmanlag, der trader i
funktion, hvis dgren eller vinduet &bnes uden for normal
arbejdstid, eller hvis der opstar rgg i lagerlokalet. Er-

klaringerne for de variable fremgdr af figuren:
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v=0: Vinduet er &bent.
v=1: Vinduet er lukket.
d=0: Dgren er lukket.
d=1: D@gren er &ben.
% r=0: Ingen r@¢g i lageret.
r=1: Rgg i lageret.
u=0: Inden for arbejdstid.
u=1: Uden for arbejdstid.
J: a=0: Ingen alarm.
=8 a=1: Alarm.

Opstil en tabel for a som funktion af v, d

r ¥ og u. Find
dern@st p& grundlag af tabellen et udtryk for funktionen,

og reducér dette udtryk. Overvej, om du kunne have fundet
udtrykket direkte fra den sproglige formulering.




6. Digitale diagrammer

Nedenstdende tegning viser et simpelt elektronisk kredslgb:

4,5 volt

F
Tryk{ [ﬁ Volfmeter

Hvis man trykker pa& kontakten, viser voltmeteret 4,5 volt.

Ellers viser det 0 volt. Kontakten tankes nu anbragt i en
vindueskarm, sadledes at vinduet lige netop trykker pa kon-
takten, nar det er lukket. Dermed f&r vi vinduets tilstand
oversat til en elektrisk spending. Informationen, om hvor-
vidt vinduet er &bent eller lukket, kan genfindes i den
elektriske spanding: 0 volt betyder, at vinduet et abent,
mens 4,5 volt betyder, at vinduet er lukket. Informationen
kommer blot til udtryk pd forskellige m&der. Et apparat,
der oversatter en information fra &n udtryksform til en an-
den, kaldes generelt en transducer. Kredslgbet ovenfor er

altsd en transducer.

I gvelse 10 i kapitel 5 sd vi p& den matematiske planlag-
ning af et alarmanlag. Ndr dette skal konstrueres i prak-
sis, kan man forsyne vinduet, dgren, lagerlokalet og uret
med transducere, som oversatter tingenes tilstande til

elektriske spandinger. Desuden kan man forsyne dampflgjten
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med en transducei', hvdrmed en elektrisk spendihg kan &bne
eller lukke for damptilfgrslen til flgpjten. Transduceren
kunne for eksempel vare en elektromagnetisk ventil.

Alle disse transducere, som fysikerne og ingenigrerne for-
syner verden med, har deres sidestykke i den matematiske
verden, nemlig i form af de erklaringer, der foretages for
de variable. Man kan pd en m&de sige, at erklaringerne er
den matematiske model af den fysiske verdens transducere.

Alarmanlagget kan nu tankes udformet som et digitalelektro-
nisk netvark, der bearbejder de spendingsinformationer, der
kommer fra vinduet, dgren, lagerlokalet Og uret. Resultatet
af bearbejdningen fremkommer derefter i form af en elek-
trisk spanding, der sattes til at styre dampflgjtens trans-
ducer. Dette system er skitseret nedenfor:

F> Transd. >

FA Transd.—>
> Trcmsd,—-)@20@E

%—-) Transd.-

> Transd.j

Den digitale funktion, vi har beregnet for alarmanlagget,

kan betragtes som den matematiske model af det digitalelek-
troniske netvark, der tankes at befinde sig inde i den sto-
re kasse pa& tegningen. Funktionens uafha&ngige variable, v,
d, r og u, svarer til signalerne fra de fire indgangstrans-
ducere, mens den uafhengige variable, a, svarer til det
elektriske signal, der tilfgres dampflgjtens transducer. I

resten af dette kapitel skal vi koncentrere os om at for-

bedre den matematiske model, siledes at de matematiske re-
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sultater bliver mére umiddelbart anvendelige i forbindelse
med den praktiske konstruktion af det digitalelektroniske
netveark.

Et digitalelektronisk netvark er opbygget af smd opera-
tionsenheder, der ganske ngje svarer til digitalalgebraens
operatorer. Derfor er det en narliggende tanke at lade dia-
gramsymbolerne for operationsenhederne overtage rollen som
operatorsymboler i digitalalgebraen. Nar en digital funk-
tion omskrives til denne nye symbolik, far den en form, der
direkte angiver, hvorledes det tilsvarende digitalelektroni-
ske netvark skal loddes sammen.

Diagramsymbolet for additionsoperatoren hedder en OR-gate,
og den fungerer sdledes, at de to variable, for eksempel x
og y, der skal adderes, optrader pa de to indgange, mens

resultatet, x+y, fremkommer pa udgangen:

X
- +
OR-GATE Y:D—x y

Da additionen er en kommutativ operator, er der ingen grund
til at skelne mellem de to indgange.

Diagramsymbolet for multiplikationsoperatoren hedder en
AND-gate. Den er forsynet med to indgange ligesom OR-gaten,
da de begge reprasenterer dyadiske operatorer. Virkningen

af AND-gaten fremgdr af diagrammet:

X
AND-GATE y___D—x-y

Heller ikke ved AND;gaten er der nogen grund til at skelne

mellem de to indgange.

Diagramsymbolet for komplementoperatoren hedder en NOT-gate
eller en <Znverter. Den har kun én indgang, da komplement-

operatoren jo er en monadisk operator. Dens virkemade er

fastlagt sdledes:

NOT-GATE [: =
INVERTER . *
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Foruden den i préksis'ubrugelige sproglige formulering r&-
der vi nu over tre formuleringsmider, hvad angadr digitale
funktioner. Disse tre er:

- Funktionstabeller.
- Funktionsudtryk.

- Funktionsdiagrammer.

I kapitel 5 beskaftigede vi os med konverteringer mellem
tabeller og udtryk. Nu skal vi se p& konverteringer mellem
udtryk og diagrammer.

EKSEMPEL 1., Vi skal finde et funktionsudtryk for den digi-
tale funktion, der har diagrammet:

X
4
z

Fgrst lader vi x og y "glide" igennem AND-gaten:

X Xy

: W

Derefter glider xy igennem inverteren:

e S

Til slut glider Xy og z igennem OR-gaten:

’;__-ny [>o x—yl:Dﬂ+z=w
Z

Hermed har vi fundet det sggte funktionsudtryk:

W = Xy+z.

Metoden kaldes dekoration af diagrammet. Det er indlysende,
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at et dekoreret dlagram er mere forbrugervenllgt end et,
der ikke er dekoreret. For at opnd en overskuelig dekora-
tion, er det ngdvendigt at tegne et "luftigt" diagram, med
tilstrakkelig plads til dekorationen.

QVELSE 1, Find et funktionsudtryk for den funktion, der har
diagrammet:

X

)4
z

Reducér derefter det fundne udtryk, og vis, hvorledes funk-

tionen kan reprasenteres af et diagram med kun tre gates.

OVELSE 2., Gg¢r rede for, at nedenstdende to diagrammer re-
presenterer den samme funktion:

mﬁ}z}

OVELSE 3, Tegn et diagram for alarmanlagget i gvelse 10 i
kapitel 5.

Den associative regel for addition kan udtrykkes ved at si-
ge, at de to diagrammer:

(x+y)+z

TS D xrlye)

N< X N < %X

udfgrer samme funktion. Af denne grund benytter man ofte

X
Z

som erstatning for et hvilket som helst af de to diagram-
mer. Diagramsymbolet hedder en 3-input-0R-gate.

symbolet:
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P& tilsvarende mide kan man definere n-input-0R-gates og
n-input-AND-gates for et vilkarligt antal inputs, n. For
eksempel ser diagramsymbolet for en 4-input-AND-gate sile-

des ud:
X

Z XYZW
w

OVELSE 4, Ggr rede for, at hvert af nedenstlende tre dia-
grammer udfgrer funktionen svarende til en 4-input-AND-gate
som beskrevet i diagrammet ovenfor:

@VELSE 5, Find et udtryk for den funktion, der har fgplgende
diagram, og reducér dernast det fundne udtryk:

X
Y
= w

OVELSE 6, Reducér udtrykket for funktionen,

W o= (x+y+z) (x+y+z),

og tegn derefter et diagram for funktionen.




65

QVELSE 7., Tegn et diagram for den funktion, der har fglgen-
de tabel:

- = 4 4 o o o ol
- = O O = a2 o ol
- O = O = O = oOo|N
- 0 0 © = =~ o ols=

Nar udgangen pd en OR-gate forbindes til indgangen p& en
NOT-gate, fremkommer der en s&kaldt NOR-gate. Hvis den OR-
gate, der anvendes, er en 2-input-OR-gate, kaldes NOR-gaten
en 2-input-NOR-gate. Den er s& hyppigt anvendt, at den har
sit eget diagramsymbol, der fremkommer ved en sammensmelt-
ning af diagramsymbolerne for henholdsvis OR-gaten og NOT-

D e —5Y
¢ VYT DR

Hvis udgangen pd en AND-gate forbindes til indgangen pé& en

gaten:

NOT-gate, fremkommer en sdkaldt Vand-gate. Diagramsymbolet
for en 3-input-NAND-gate, eksempelvis, ser siledes ud:

X ———
Y xXyz
z

QVELSE 8. Vis, at fglgende to diagrammer ikke udfgrer samme

funktion:

—L
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i | @VELSE 9, Opstil tabellerne for henholdsvis en 2-input-NOR-
gate og en 2-input-NAND-gate.

Ofte benytter man gates med mange indgange. S& kan der op-
i st&d nogle tegnetekniske problemer med at f& plads til dem
alle. I sé&danne tilfalde g¢r man brug af en 1lidt speciel
tegneméde. For eksempel kan en 8-input-NAND-gate tegnes s&-
ledes:

— 1 — abcdefgh

JWO oA o P

@VELSE 10, Go¢r rede for, at fglgende tre diagrammer udfgrer
;' samme funktion:

/

o
—) >—
— —

@VELSE 11, Ggr rede for, at fglgende tre diagrammer udfgrer
samme funktion:

i
I= S— [ SO
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QVELSE 12, Gg¢r rede for, at fplgende tre diagrammer udfgrer

samme funktion:

—1

— > »—

SETNING 1. En vilkarlig digital funktion har et diagram

bestdende udelukkende af 2-input-NOR-gates og et diagram

bestdende udelukkende af 2-input-NAND-gates.

BEVIS: En digital funktion er entydigt bestemt af sin ta-
bel. Som vi s§ i kapitel 5, er det altid muligt at finde et
udtryk for funktionen ud fra tabellen. Hermed har vi vist,
at enhver digital funktion har et funktionsudtryk. Dette
udtryk er foruden de variable opbygget af operatorerne ad-
dition, multiplikation og komplementering. Svarende til
disse operatorer har vi diagrammerne for henholdsvis 2-
input-OR-gate, 2-input-AND-gate og NOT-gate. N&r operato-
rerne i funktionsudtrykket erstattes af disse gates, f&s et
diagram for funktionen. Dette diagram bestdr udelukkende af
2-input-OR-gates, 2-input-AND-gates samt NOT-gates. Ifglge
resultaterne fra gvelserne 10, 11 og 12 kan alle disse
gates erstattes af: 2-input-NOR-gates. Altsi har funktionen
et diagram best&ende udelukkende af 2-input-NOR-gates. P&
helt samme m&de f&s, at funktionen har et diagram bestiende
udelukkende af 2-input-NAND-gates. Hermed er s@tningen be-
vist. o

Ifglge s@tningen kan man alts& realisere en hvilket som
helst digital funktion med et tilpas stort antal ens gates.
Denne egenskab ved digitalalgebraen er af fundamental be-

tydning, idet den danner grundlag for masseproduktion af




68

ens digifalelektroniske 6perationsenheder. Denne massepro-
duktion er baggrunden for den meget lave markedspris. I en
drrzkke har den sdkaldte 7400-serie af digitalelektroniske
operationsenheder varet dominerende. Denne serie er netop

bygget op med en 2-input-NAND-gate som en slags stamfader.

Ud over denne rent praktiske konsekvens af sztningen m& man
som matematiker ogsé& have lov til at nyde dens astetiske
kvalitet. Satningen kan betragtes som en pavisning af, at
der er et "grundstof" i digitalalgebraen. Ethvert "mole-
kyle" er opbygget af dette grundstof. En s&dan straben ef-
ter enkelhed er slet ikke ukendt i videnskabshistorien. Den
har blandt andet resulteret i de gamle graske naturfilosof-
fers teorier, om at alt er sammensat af et ganske lille an-
tal forskellige atomer.

@VELSE 13, Undersg¢g, om en vilkarlig digital funktion har
et diagram bestdende udelukkende af 2-input-OR-gates, eller
et diagram bestdende udelukkende af 2-input-AND-gates.

@VELSE 14, Omskriv udtrykket for funktionen w = x(y+z), s&-
ledes at det fremgdr, hvordan funktionen kan realiseres af
et diagram bestdende udelukkende af 2-input-NAND-gates.

@VELSE 15, Omskriv nedenstdende diagram, s8ledes at det en-
der med at bestd udelukkende af 2-input-NOR-gates.

)

Vi har set, at en digital funktion kan reprasenteres af en-
ten en tabel eller et udtryk eller et diagram. Desuden har
vi lert at konvertere mellem disse tre forskellige repra-

sentationsformer. Nogle hyppigt anvendte arbejdsrutiner er
skitseret pad omstdende tegning:
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Tabel

ANALYSE Udtryk SYNTESE

Diagram

ANALYSE: Med udgangspunkt i et givet diagram for en digital
funktion opskrives et udtryk for funktionen. Udtrykket re-
duceres s& meget som muligt, hvorefter funktionstabellen
opskrives. Ved hjzlp af tabellen kan man svare pa alle
spgrgsmél angdende funktionens virkemide.

SYNTESE: Med udgangspunkt i nogle krav til et gnsket dia-
gram opstilles en tabel for den tilsvarende digitale funk-
tion. Ved hjelp af tabellen findes et funktionsudtryk, der
reduceres og eventuelt omskrives. Reduktionen er ngdvendig,
hvis man er interesseret i at bruge s f& operatotrer i ud-
trykket som muligt. Dette er man ofte interesseret i, da
antallet af operatorer i udtrykket jo er lig med antallet
af gates i det endelige diagram. Desuden er omskrivningen
ngdvendig, hvis man er interesseret i at bruge én bestemt
type gates, for eksempel 2-input-NAND-gates. N&r funktions-
udtrykket har f8et en tilfredsstillende form, kan diagram-
met tegnes.

Til slut i dette kapitel skal det navnes, at der findes

diagrammer, der ikke reprasenterer nogen digital funktion.

Som et eksempel pé& et sddant diagram kan navnes:
X
=

P& de to indgange af AND-gaten ligger signalerne x og y.

Alts& m& udgangen have vardien Xy. Men da udgangssignalet
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p& forhand vides at vare Yy, kan vi opstille lighingen for
diagrammet:

Y = Xy.

Hvis x tildeles vardien 0, ses det let, at ogsd y far ver-
dien 0. Men hvis x tildeles vardien 1, er det umuligt at

sige, hvilken verdi y antager, thi ligningen bliver i dette
tilfelde:

y =Y.

Denne ligning vil vare tilfredsstillet af s&vel vardien 0
som vardien 1. Det betyder, at y ikke er entydigt bestemt
af verdien af x. Derfor er y ikke en funktion af x.

I det undersggte diagram optrader der en s&kaldt loop. En
loop er generelt en rute i diagrammet best&ende af forbindel-
seslinier, der fgrer fra en udgang til en indgang og videre
gennem en gate til dennes udgang. Derfra til en ny indgang
og sa videre, indtil man ender det sted, man startede. S&-
danne loops i diagrammer giver en tilbagekobling af vaerdi-
er fra et "senere" sted i diagrammet til et "tidligere"
sted. Tilbagekobling er grundlaget for digitalelektroniske
hukommelsesceller. Disse skal ikke behandles her. De dia-
grammer, der opstér som fglge af syntese af en digital
funktion, vil altid vare loop-frie, idet den samme variabel

aldrig vil optrade pd begge sider af lighedstegnet i funk-
tionsudtrykket.




7. Talsystemer

Talbehandling foregdr ofte i digitalelektroniske netvark.
Dette er for eksempel tilfaldet med digitalarmb&ndsuret og
lommeregneren. Desvarre er det sadvanlige talsystem uegnet
til maskinel behandling. I dette kapitel skal vi derfor se
pé& andre muligheder for talreprasentation.

Nar man taller f&r, er det praktisk at benytte det velkend-
te princip:

THL T W R W W I Y
A
TR B W WL W
T W TR T

N&r man senere skal indberette antallet af f&r til land-

brugsministeriet, bgr man valge skrivem&den:

183.

Nu er antallet angivet i overensstemmelse med det sadvanli-
ge 10-talsystem, det decimale talsystem. Det mest betydende
ciffer angiver antallet af hundreder, naste ciffer angiver
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antallet af tieré, mens det mindst betydende ciffer er an-
tallet af enere:

183 = 1-102+8-101+3-10°.

Dybt inde i landbrugsministeriets computer er antallet af
far imidlertid reprasenteret pé& formen:

(10110111)2.

Her er benyttet 2-talsystemet, det binere talsystem, men

ellers er princippet det samme som for 10-talsystemet:

(10110111) , =  1:2740.2%47-2547.24
B 3 2 1 0
+0+2741.2%41-27 412",

Cifrene i det binare talsystem kan kun antage vardierne 0
og 1. Derfor er det specielt dette talsystem, der benyttes
ved talbehandling i digitalelektroniske netvark.

Desvarre er det binare talsystem ikke s@rligt menneskeven-
ligt. Det skyldes blandt andet, at antallet af cifre i et

binart tal er cirka 3 gange stgrre end antallet af cifre i
det tilsvarende decimale tal. Derfor benytter man ofte 16-
talsystemet, det hexadecimale talsystem, som en yndet ras-
teplads pa overgangen mellem menneskets decimale talsystem
Og computerens binare talsystem. Hvis antallet af far ud-

trykkes i det hexadecimale talsystem, ser det s&ledes ud:
(B7)16.
B stdr for det hexadecimale ciffer 11, sdledes at

o 44 oA Lt g0
(B7) o = 11-16'+7-16°.

En lignende rolle spiller det s&kaldte BCD-system. Navnet
er en forkortelse af det binert kodede decimale talsystem.

Princippet i dette system er, at hvert enkelt ciffer i et
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decimalt tal udtrykkes i det binazre talsystem med fire bi-
nare cifre. Antallet af f&r kan i BCD-systemet skrives pa
fplgende méde:

(0001.1000.0011)BCD

Fortolkningen af denne skrivem&de er:

(0001.1000.0011) =
(0001)2-102+(1000)2-101+(oo11)'2-100

Efter denne indledende prasentation af de mest benyttede
talsystemer, skal vi til at undersgge deres matematiske
indhold. Vi skal beskaftige os med me&ngden af de tal, der
kan opfattes som antal, det vil sige mangden af de hele
tal, der er stgrre end eller lig med nul. Denne mengde vil
vi betegne med NO. Det er sundt i det fglgende at opfatte
elementerne i NO som nogle objekter, der fgrer en selvstan-
dig abstrakt tilverelse uafhangigt af menneskenes ggren og
laden. I modsatning hertil kan talsystemerne opfattes som
menneskenes middel til at tale om og beskrive elementerne i
NO. Eksempelvis er der nappe nogen, der betvivler, at der
er et vist antal far p& marken. Dette antal er der uafhan-
gigt af, om vi taller fdrene eller ej. Antallet pavirkes
heller ikke af, hvorledes vi eventuelt nedskriver antallet.
Med andre ord kan man sige, at tallene er universelle, men
talsystemerne er menneskeskabte.

DEFINITION 1, Lad g vaere et helt tal, der er stgrre end
eller 1lig med 2. Vi definerer fglgende betegnelser:

1) Tallene 0,1,2,...,g9-1 kaldes g-cifrene.

2) En uendelig’ fglge, (ao,al,a .), bestdende

EE
af g-cifre vil vi kalde en g-fglge, s&fremt
kun endelig mange af fglgens elementer er

forskellige fra nul.

3) M@ngden af samtlige g-fglger vil vi kalde
g-talsystemet, og vi giver denne m@ngde be-
tegnelsen Tg'

4) Tallet g kalder vi grundtallet for talsyste-
met T .
9

it el

ot e S i e e = o

i
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@VELSE 1., Lav en liste over samtlige 2-cifre, samtlige
10-cifre og samtlige 16-cifre.

@VELSE 2. Er g et g-ciffer?

@VELSE 3, Undersgg, hvorvidt de fglgende to udsagn om en
uendelig talfglge er akvivalente:

1) Kun endelig mange af fglgens elementer
er forskellige fra nul.

2) Uendelig mange af fglgens elementer er
lig med nul.

@VELSE 4, Hvilke af nedennavnte talfglger er 16-fglger?

1y (1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,...)
2) (16,16,16,16,16,16,..... )
3] (15,15,15,15,15,15 0w )
4) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,...)
5 ¢,0,0,15,0,2,0,0,0,0,..)
6) (2,7,%,4,0,0,0,0,0,0,...)
7 (,0,0,1,0,1,0,0,0,0,...)

@VELSE 5., Hvor mange elementer har Tg’ hvor g betegner et
vilkdrligt helt tal, der er stgrre end eller lig med 2 ?

@VELSE 6, Hvis vi tillod g at have vardien 1, hvor mange
elementer ville Tg sd indeholde ?

Vi skal forsgge at etablere en én-entydig korrespondance
mellem elementerne i Tg og elementerne i NO. Hvis det lyk-
kes, kan vi nemlig bruge Tg som en model af NO. Den formel-
le behandling af Tg og N_ vanskeligggres 1lidt af, at vi
ikke s& godt kan tale om elementerne i No uden at benytte
et af de talsystemer, vi er i ferd med at udvikle, for ek-
sempel det decimale talsystem. Ikke desto mindre vedtager
vi, at ndr vi navner konkrete tal i No, sd er det underfor-

st8et, at de er angivet i det decimale talsystem, med min-

dre andet er navnt.
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DEFINITION 2, (Heltalsfunktionen, Lney.
Heltalsfunktionen, int, er den funktion, der er defineret
ved:

int : R » Z.
VXER : int(x) = max{i€z|isx}.

Heltalsfunktionen er altsi den funktion, der til et vilkar-
ligt reelt tal, x, tilordner det stgrste hele tal, der er
mindre end eller lig med x. Betegnelsen, int, er en forkor-
telse af Znteger (latin: ren, hel). Funktionen har, som vi
skal se, stor betydning i alt arbejde vedrgrende de hele
tal.

QVELSE 7, Find fglgende funktionsvardier:

1) int(7,02)
2) int(7)

3) int(0,4)
4) int(0)

5) int(-0,4)
6) int(-7)

7) int(-7,02)
8) int(m).

SETNING 1, For vilkarlige reelle tal, x og Y, galder:

(1) int(x) < x < int(x)+1.

(2) x £y = int(x) s int (y).

BEVIS: For et vilkarligt reelt tal, x, definerer vi:

M = {i€z]isx}.

Sa& galder der:

int (x) max Mx

= int(x) € M
<

= int(x)
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Hermed er den fgrste ulighed i (1) bevist. Antag.nu, at

; int (x)+1 er mindre end eller lig med x. S& f&r vi:
i
3

4 int(x)+1 £ x

@ = int(x)+1 € MX

i = int(x)+1 £ max Mx
% = int(x)+1 £ int(x)
g = 1 £ 0.

i Da udsagnet, 150, er falsk, md ogsd udsagnet, int(x)+1 £ x,
vere falsk. Derfor er int(x)+1 stgrre end x. Hermed er den
{ sidste af ulighederne i (1) bevist. For at bevise (2) anta-
ger vi, at x er mindre end eller lig med y. S& galder:

int(x) = max MX
i = int(x) € M
| X

= int(x) £ x

% = int(x) £y
i = int(x) € M
t y
i = int(x) < max My

= int(x)

IIA

int(y) .

Hermed er ogsd (2) bevist. Dette afslutter beviset for sat-
ningen. o

¥

' . @VELSE 8, Bevis, at fglgende formel er gyldig for et vil-
k&rligt reelt tal, x,:

§ int(x+1) = int(x)+1.

% @VELSE 9. G¢r rede for, at formlen

{

% int (-x) = -int(x)

g

it ikke g®lder generelt. For hvilke vardier af x er formlen

E gyldig ?

g Fremover antager vi, at g er et helt tal, der er stgrre end




77

eller 1lig med 2. S& er g grundtallet for talsystemet T
Hvis (ao,al,az,...) er et element i Tg, sd er der kun ende-
lig mange af cifrene, ao, al, a2, ... , der er forskellige
fra nul. Derfor kan vi uden vanskelighed tale om summen
aogo+a1g1+a292+..., idet vi blot ser bort fra hele "halen"
af nul'er. Da denne sum er et ikke-negativt helt tal, er

den et element i NO. Hermed er der skabt en forbindelse fra
elementerne i Tg til elementerne i No. Disse iagttagelser

formaliserer vi i nedenstdende definition.

DEFINITION 3, (Sumfunktionen).

Sumfunktionen, ( )g, er den funktion, der er defineret
ved:

() =T >N
g g N 0 1 2
(ao,al,az,...)g = a,9 +a,g ta gt

@VELSE 10, Beregn funktionsvardierne:

1 (3,8,1,0,0,0,0,0,0,0,0,...)
2) (1,1,1,0,1,1,0,1,0,0,0,...)
3 ((7,9,13,0,0,0,0,0,0,0,.4:.)

10
2
16

Vi skal bruge sumfunktionen til at formidle kontakten mel-
lem elementerne i Tg og elementerne i No. Det er derfor af
stgrste vigtighed at fa fastsldet, at den er bijektiv. Det
sker i de kommende tre satninger.

SETNING 2., Sumfunktionen, ( )g, afbilder Tg surjektivt
pa No.

z

BEVIS: Antag, at sumfunktionen 7Zkke er surjektiv, og lad V

betegne dens vardimengde. S& findes der elementer i NO, som

(g

; GV N,

ikke tilhgrer V:
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Da enhver ikke-tom ‘delmazngde af NO indeholder et.mindste
element, kan vi definere t til at vaere det mindste element
i NO, som ikke tilhgrer V. S& galder:

(1) teN
(2) tév
(3) nENO A n<t = n€v

Lad nu k og r vere de tal, der er defineret ved:

(4) k
(5) «r

int(t/qg)
t-gk

Det ses let, at disse tal er hele tal:

(6) k€z
(7) rez

Vi beviser nu, at k tilhg¢rer No:

t 20 ifglge (1)
= t/g 20 da g>0
= int(t/g) 2 int(0) ifglge sa@tning 1(2)
=k 20 ifglge (4)
> k € N, ifglge (6)
Altsd galder:
(8) keN_.

Vi skal herefter bevise, at k er mindre end t. Da 0 er et
element i V (bevis selv dette), og da t ifglge (2) ikke er
et element i V, kan t ikke vare lig med 0. Da t ifglge (1)
tilhgrer No, og da t ikke er 0, md t vare positiv. Dette
benyttes nedenfor:

~
]

int(t/q) ifglge (4)
t/g ifglge satning 1(1)
< t da t>0 og g>1

IA
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Altsd har vi:
(9) k<t

Af (8) og (9) i kombination med (3) felger, at k tilhgrer
billedm@ngden, V. Derfor findes der en g-fplge, som afbil-
des i k ved sumfunktionen. Lad (ao,al,aQ,...) vaere en sadan
g-fglge:

1ess) ET
2 ) g
2,...)g =k

(10) (ao,al,a
(11) (ao,alla

Efter sdledes at have undersggt k, vender vi blikket mod r.

Vi skal bevise, at r er et g-ciffer:

int(t/g) s t/g < int(t/g)+1 iflg. setn. 1(1)

= 0 £ t/g-int(t/g) < 1

= 0 £ t-g-int(t/g) < g da g>0

= 0 < t-gk < g ifglge (4)
= 0<sr<g ifglge (5)

Dette sammen med (8) giver det gnskede:
(12) r er et g-ciffer.
Af (10) og (12) fglger sé:

..) €T

(13) (r,ao,al,az,. o

Til slut omskriver vi t sdledes:

t = r+gk if¢lge (5)
= r+g-(a0,a1,a2,...)g ifglge (11)
= r+g-(aogo+algl+a292+---) iflg. def. 3

= rg0+a0g1+a1g2+a2g3+. ..

2,...)g iflg. def. 3

= (r,ao,al,a
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Denne sidste omskfivniné har mening p& grund af "(13). Om-
skrivningen viser, at t tilhgrer verdimangden, V. Men det

er i strid med (2). Antagelsen, om at sumfunktionen ikke er

| surjektiv, mé& derfor vare forkert. Altsd er sumfunktionen

i surjektiv. Hermed er satningen bevist. o

SETNING 3, Sumfunktionen, ( )g, afbilder Tg injektivt
pa No'

BEVIS: Antag, at sumfunktionen Zkke er injektiv. S& findes

der to forskellige elementer i Tg, som har samme funktions-

(),
T, (), N

verdi ved sumfunktionen:

i Lad (ao,al,az,...) og (bo,bl,b
menter. S& galder:

2,...) vere to sddanne ele-

; (1) (ao,al,a2,...) € Tg

| (2)  (by,by,by,...) €T

% (3) (ao,al,az,...) + (bo’bl’bz" L)

i (4) (ao,al,az,...)g = (bO'bl'bZ"")g

Af (4) far vi:

0 1 2 0 1 2
ajg ta; g ta,gtt... = bog +b19 +b2g i w6

0 1 2 =
= (ao—bo)g +(a1—b1)g +(a2—b2)g ¥y s = 0
altsa:

(5)  (a,-by)g%+(a,-b )g'+(a,-b)g®+ ... =0

it Af (1) og (2) fglger, at kun endelig mange af leddene p&
| venstre side af (5) er forskellige fra nul, mens (3) medfg-
3 rer, at der er mindst ét sddant led. Alts& findes der et

stgrste element, n, i No, sdledes at leddet (an—bn)gn er
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forskelligt fra nul. Med dette valg af n galder s§:

(6) (an—bn) 0

7)) JEN A 5> ~b.)g3 = ¢
(7) 3 oM J>n = (aJ J)g
Ved at kombinere (5) med (7) far vi:
() (a;-b)g°+(a,~b )gls. .. .4(a -b )q" - 0
0 0’9 172179 *ee.t(a -b )g

Hvis n var lig med nul, ville (6) og (8) vere i indbyrdes
modstrid. Derfor mi n vere stgrre end nul, sdledes at der

€r mere end &t led p3 venstre side af (8). Altsa kan vi om-
skrive (8) til:

n-1

() agb)g®+....vta b gl - (b -a_)g"

Vi foretager nu en vurdering af det i'te led p& venstre si-

de af (9):
{O a, sg-1
< -
0 < ; S g-1
- {O < ai s g-1
> i
0 2 bi 21 g
= {O < a, s g1
1-g < —bi S0
- < - P
i = 19 = ay bl = g=1
- i " i _ i
= (1-g)g* < (ai bi)g s (g-1)g da g>0
- gl_gl+1 < (ai_bi)gl < gi+1_gi
Ved successivt at lade i antage vardierne 0,1 ¢255.:,8~1 1
denne sidste dobbeltulighed, far vi:
0 1 0 ;] 0
9 "9 = (a; -b, )g g9 -g
2 1 2 1
g' "9 s (a; -b, g S g'-g
3 2 3 2
g’ -g% < (@, -b, )g < g =g
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Ved addition af alle disse dobbeltuligheder og ved samtidig

anvendelse af (9) fremkommer f@glgende vurdering af an—bn:

1-g= £ (bn an)g £ g -1

1
»=-—-15(b-a)s1-— da g>0
g g9

= b -a =0 da b -a €2
n n

Men dette resultat strider mod (6). Antagelsen, om at sum-
funktionen ikke er injektiv, m& derfor vare forkert. Altsa

er sumfunktionen injektiv. Hermed er satningen bevist. o

SETNING 4, Sumfunktionen, ( )g, afbilder Tg bijektivt
pa No.

BEVIS: Ifglge satning 2 er sumfunktionen surjektiv, og
ifglge satning 3 er den injektiv. Altsa er sumfumktionen
bijektiv. Hermed er satningen bevist. o

Setning 4 er en garanti for, at Tg er en god model af No.
Satningen siger nemlig, at et vilkarligt element, t, i No
pd pracis én made kan skrives pa formen:

t = (ao,al,az,...)g.
Dermed kan vi tillade os at Zdentificere t med elementet
(ao,al,az,...) i Tg.
Den skrivemdde, vi har benyttet for elementerne i T og for
deres funktionsvaerdier ved sumfunktionen, er meget praktisk
i forbindelse med en teoretisk behandling af talsystemerne,
men ndr man arbejder med konkrete anvendelser af talsyste-
merne, valger man en anden skrivemade. Overgangen fra skri-

vemaden:

t = (ao,al,a

)9

PYARN]
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til den almindeligt anvendte skrivemade:

t = (anan—l"'aO)g

kan beskrives siledes:

1) g-cifrene skrives i omvendt rakkefglge.
2) Foranstillede nul'er udelades.

3) Komma'erne udelades.

Hvis det klart fremgar af sammenhangen, hvilket talsystem
der anvendes, udelader man som regel ogsa g-suffix'et samt
parentesen:

t = anan_l...ao.

For eksempel er siderne i denne bog nummereret efter dette

princip.

Hvis grundtallet er stgrre end ti, opstdr der et specielt
problem, ndr komma'erne fjernes (hvilket problem?) . Dette
problem kan dog let undgds, hvis vi valger nye symboler for
de cifre, der er stgrre end ni. De almindeligt accepterede

symboler for 16-cifrene fremgadr af tabellen:

16-ciffer || Symbol
0

O g U W N -

11
12
13
14
15

MH O OW P 0o o agdoooas w N = O
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Den tradition, if¢ige hvilken man skriver tal med de mindst
betydende cifre langst mod hgjre, kan virke ret ulogisk.
For eksempel medfgrer den, at talkolonner fremtrader med
lige hgjremargin, mens al anden skriftlig fremstilling har
lige venstremargin. Desvaerre md& vi nok se i ¢jnene, at den-
ne tradition er kommet for at blive, -til stor argelse for

blandt andet konstruktgrer af bogholderimaskiner.

Vort sadvanlige 10-talsystem blev udviklet i Indien for
rundt regnet 1400 &r siden. Senere blev det kendt i Europa
efter pdvirkning fra arabiske skribenter og handelsfolk.
Allerede for cirka 1000 ar siden var systemet i brug gan-
ske enkélte steder i middelhavsegnene. Men det var fgrst
for omkring 400 ar siden, at dette nye system begyndte at
gpre sig rigtigt geldende blandt de mange andre tallesyste-
mer ( for eksempel romertal). I de tidlige indisk-arabiske
skrifter er skriveretningen orienteret fra hgjre mod ven-
stre. Ogsd tallene blev skrevet fra hgjre mod venstre, og
de mindst betydende cifre blev skrevet f¢rst. Derved kom
tallene til at fremtrade netop pa den made, de skrives end-
nu idag. Det er narliggende at gatte pa, at vi netop her
kan finde grunden til, at vi er havnet i en situation med

hgjrelgbende tekst og venstrelgbende tal.

@VELSE 11. I mange lande, deriblandt Danmark, har man i
tidligere tid anvendt 12-talsystemet (det duodecimale tal-
system) . Find nogle spor efter dette talsystem.

@VELSE 12, Hvilke uheldige fglger ville det f&, hvis sum-
funktionen ikke var surjektiv ? - eller hvis den ikke var

injektiv ?




8. Konvertering mellem
talsystemer

Figuren nedenfor viser de talsystemer der for tiden er de
mest benyttede:

2- talsystemet 16- talsystemet

x& talsystemet J

BCD-systemet ]

Pilene pa figuren symboliserer konverteringerne mellem tal-

systemerne. Vi skal fgrst se pd overgangen fra henholdsvis

det binare og det hexadecimale talsystem til 10-talsystemet.

OVELSE 1, Konvertér fglgende tal til det decimale talsy-
stem:

1) (1100101)2 5) (1FC)16
2) (1011100000)2 6) (9)16
3) (101000100)2 7) (1A3)16
4) (101011100)2 8) (195)16

—
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Ved en automatisere£ konQertering, for eksempel i en pro-
grammérbar lommeregner, benyttes en algoritme, der i alle
| detaljer beskriver, hvorledes konverteringen skal forlgbe.
E Nedenfor er vist en s&dan algoritme. Den forudsatter, at
l man kender grundtallet, g, samt antallet af cifre, n, og

endelig, at man kender selve cifrene, an,an_1,...,a0.

ALGORITME T, = Tyq :

start

not’trrrdg

t:=0 |

indlas g,n,an,a

t:=tg+an

n:=n-1

hvis n20 s& hop
udles t |
stop

i QVELSE 2., Konvertér (E27)16 til det decimale talsystem ved
anvendelse af algoritmen.

OVELSE 3., Konvertér et abstrakt trecifret tal, (a2a1ao)g,
til det decimale talsystem ved hjalp af algoritmen.

@VELSE 4, Hvordan kan det vare, at algoritmen "véd", at den
skal konvertere til det decimale talsystem, n&r tallet 10
overhovedet ikke er navnt i algoritmen ?

@VELSE 5, Algoritmen kan ogs& bruges til at beregne funk-

g tionsvardier for et n'te-grads polynomium. Ggr narmere rede
for dette.

j OVELSE 6, Omsat algoritmen til et computerprogram.

Vi skal nu konvertere den anden vej, altsd fra det decimale

; talsystem t77 henholdsvis det binare og det hexadecimale

talsystem. Fglgende algoritme beregner g-cifrene (p& deci-
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mal form) for et decimalt tal, t:

ALGORITME T,g > T

g :
start
indles g,t
n:=-1
n:=n+1
k:=int(t/qg)
a_ :=t-gk
t:=k
hvis t>0 s& hop
udles an,an_l,...,ao
stop

OVELSE 7. Prgv algoritmen p& tallene g=16 og t=183.
OVELSE 8, Hvilket resultat leverer algoritmen, hvis t=0 ?

QVELSE 9, Beviset for at sumfunktionen er surjektiv bygger
P& samme teknik som ovenstdende algoritme. Benyt hovedpunk-
terne i dette bevis til at forklare, at algoritmen ngdven-
digvis giver det gnskede resultat.

@VELSE 10, Konvertér fglgende decimale tal til savel det
binare som det hexadecimale talsystem: 5, 127, 1000, 16.

Som tidligere navnt er det binere talsystem sazrdeles veleg-
net i forbindelse med digitale netvark. Dette skyldes, at
hvert enkelt ciffer i et binert tal kan opfattes som en di-
gital variabel, thi cifferet kan kun antage to forskellige
vardier, 0 og 1. Digitale netvark, der er designet til tal-
behandling, er som regel konstrueret til at arbejde med et
bestemt antal bits. Ordet bit er en sammentra&kning af det

engelske binary digit, der ganske enkelt betyder binert
ciffer.
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Hvis et binart tal har farre cifre end det antal, det digi-
tale netverk er designet til, kan man altid "fylde ud" med

foranstillede nul'er:

00100001 21
01000000 40
00000000 00
01111110 7E
00100011 23
10000110 86
00100011 23
01110111 Vi
01110110 76

Talkolonnen til venstre bestdr af 8-bit tal. Til hgjre ser
vi de tilsvarende tocifrede hexadecimale tal. Kolonnen af
8-bit tal udggr faktisk et additionsprogram for en Z80 mi-
croprocessor. Det ses tydeligt, at der er gode muligheder
for at bega en fejl, hvis man skal meddele dette program
til andre mennesker, eller hvis man blot skal skrive det

af pa et stykke papir.

Generelt kan man sige, at hexadecimale tal er meget lettere
genkendelige og meget nemmere at huske end tilfeldet er med
binere tal. Dette er é&n af grundene til, at hexadecimale
tal har vundet s& stor udbredelse. En anden, og mere va-
sentlig grund, er, at der findes nogle meget elegante meto-
der til konvertering mellem det binare og det hexadecimale
talsystem. Disse metoder benytter sig af, at 16 er en po-
tens af 2, nemlig 24. Da et 16-ciffer er mindre end 16, kan
det skrives med hgjst fire bits i det binare talsystem. Om-
vendt vil ethvert binart tal med hgjst fire bits vare et

16-ciffer:
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Hexadecimal | 4-bit biner
0 0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

15 I = B w R @ T v« B BV I R I S I S R S

Hvis man skal konvertere (6E)16 til det binare talsystem,
erstatter man simpelthen hvert hexadecimalt ciffer med det
tilsvarende 4-bit binzre tal, hvorefter man kan udelade

eventuelle foranstillede nul'er:

(1101110)2

At denne fremgangsmdde er korrekt, kan indses siledes:

_ R 1 .10
(6E)16 = 616 +E-16

n

4 0
(0110)2-2 +(1110\2-2
= (0-2341.2241.2140.20) .24

| +(1-2341-2241.2140-20) . 20

= (0-2741-2%+12%40-2%)

+(1-2341:2241.2140.29)

= (01101110)2
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GVELSE 11, Konvertér tallene (9B), ., (101),, og (16D4),
til det binare talsystem.

Konverteringen den modsatte vej er lige sa let. Nar man
skal konvertere (101011)2 til det hexadecimale talsystem,
fylder man f@grst ud med foranstillede nul'er, indtil antal-
let af bits er deleligt med 4. Dernast erstatter man hver

4-bit blok med det tilsvarende hexadecimale ciffer:

(101011)2

|

(00101011)
(2B)16

@VELSE 12, Konvertér tallene (1100)2, (1001001)2 og (10)2

til det hexadecimale talsystem.

@VELSE 13, Konvertér tallet (10111100111)2 til det decimale
talsystem p& hver af fglgende to méder:

1) Direkte T2 - T10'

2) Indirekte T2 - T16 - Tlo'

Hvilken af de to metoder forlgber lettest ?

Til slut skal vi se pd det binart kodede decimale talsy-
stem, eller BCD-systemet. Dette er et underligt kompromis
mellem det binzre og det decimale talsystem. Man siger, at
et decmalt tal er binert kodet, hvis hvert enkelt ciffer er
erstattet af det tilsvarende 4-bit binazre tal, for eksempel
som vist nedenfor:

183

8

v
s

(0001.1

o

00.0011)BCD
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Princippet for BCD-systemet minder sdledes en hél del om

princippet for konvertering mellem det binare og det hexa-
{ decimale talsystem. Men BCD-systemet adskiller sig ved, at

der kan forekomme forbudte tal som for eksempel "tallet"

(1100.0110) BCD-systemet anvendes mest ved overgangen

BCD”
mellem rene digitale netvark og perifere enheder. S&ledes
anvendes det for eksempel ved overgangen fra et tastatur

til en microcomputer, og ved overgangen fra en microcompu-

ter til et 7-segment display.

QVELSE 14, Omskriv fglgende decimale tal til BCD-systemet:
34, 801, 99, O. |

@VELSE 15, Hvilke af fglgende tal er forbudte? : (0101)BCD’

(0111.1001)BCD, (0000.1011)BCD,(1010.0001)BCD.

@VELSE 16, Ville det vare rimeligt, at kalde det binare

talsystem for det binert kodede hexadecimale talsystem ?

@VELSE 17, Omskriv (BCD)16 til BCD-systemet.




9. Digital talbehandling

Hvis et digital-elektronisk netverk, K, skal behandle et
variabelt tal, a, skal K have tilfgrt information om a. Det
sker normalt ved, at hvert af a's binare cifre, det vil si-
hver bit, opfattes som en digital variabel. Disse digitale
variable fgres til K via hver sin indgang. Hvis a er et
4-bit binert tal,

a = (ajajajag),

vil K altsd vere forsynet med fire indgange:

a,—>
a,—>
a,—>

Hele bundtet af forbindelseslinier til indgangene kaldes en
bus. Bussen transporterer tallet a. I det nerverende til-
felde er der tale om en 4-bit bus. I blokdiagrammer tegnes
en bus ofte som en bred pil med angivelse af antallet af
bits i bussen:

ayz > k

Pilen angiver transportretningen. N&r K har behandlet tal-
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let, a, foreligger resultatet ofte i form af et nyt tal, b.
Indgangstallet, a, og udgangstallet, b, har ikke ngdvendig-

vis samme antal bits. Hvis b for eksempel er et 2-bit bi-
nert tal, altsd b = (b1bo)2, er savel b0 som b1 en digital

funktion af de fire variable, ao, al, a2, a3. Det digital-

elektroniske netvark, K, udfgrer sdledes to digitale funk-

tioner, &n for hver af de to udgangsbits:

dg
a

1 ——>b
o Ko 0

93

K, —>b,

Man kan tit spare en del gates ved at lade KO benytte nogle

af mellemresultaterne i K1 og omvendt. Derfor er det ikke [

helt realistisk, nir ovensté&ende tegning antyder, at K er ]

sammensat af to separate netvaerk. Normalt tegnes blokdia-

grammet simpelthen s&ledes:

aYT X K P2 > :

Heraf kan man se det vesentlige, nemlig at K udfgrer to di-

gitale funktioner af fire variable.

Digitale talbehandlingsnetvark behgver ikke altid at vare
komplicerede. Dette: fremgar af de fglgende to gvelser.

OVELSE 1, Ggr rede for, at nedenst&ende diagram udfgrer
regneoperationen b = 2-a, hvor a = (a3a2a1ao)2, og hvor |6

b = (b4b3b2b1b0)2. I diagrammet betegner symbolet /%7 den |

digitale konstant 0.

7%

Qg->= > by
a;—> — b, |
Qb b, ,

S
Cl3 "b['
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QVELSE 2., Find et diagram af formen:

az> E:>b

som udfgrer regneoperationen b = int(a/2).

QVELSE 3., Find et diagram af formen:

Az > E—

hvori w er 1, pracis nar a = (5)16.

Diagrammet i @gvelse 3 kaldes en dekoder. Der er her tale om
en 4—bit—(5)16—dekoder. Dekodere bruges for eksempel til at
kontrollere "busdriften" i stgrre systemer. Udgangssignalet
fra dekoderen kan sattes til at styre en multiplekser (et
skiftespor), sdledes at det tal, der skal ud pd systemets
databus, hentes fra det ¢gnskede sted i netvarket:

- |
ziii;er 8 > Databus

w

Kontrol Dekoder

g g8

Udgangssignalet fra dekoderen kunne ogsd sattes til at sty-
re en demultiplekser. En demultiplekser er blot en omvendt

multiplekser, idet den er forsynet med én indgangsbus og to

eller flere udgangsbusser.
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O@VELSE 4, Nedenfor er vist diagrammet for en fuldstaendig
2-bit-dekoder. Udfyld tabellen for diagrammet, og forklar,
hvad betegnelsen fuldstendig dakker over.

)

a—

a WOW1W2W3

—-
o

- a o o

- O = o

Leg merke til, at diagrammet i den foregéende gvelse inde-
holder en intern 4-bit bus, der transporterer indgangssig-
nalerne samt deres komplementerede signaler. Den gvrige del
af netvarket tapper den ngdvendige information fra den in-
terne bus via et sikaldt krydsfelt. Denne made at konstru-

ere diagrammer P& giver ikke altid det mest gkonomiske net-
verk; men metoden har en fin systematik, 0g diagrammet er

derfor let at overskue. Desuden er det nemt, selv i ferdige
konstruktioner, at @&ndre Pa& netvarkets funktion, hvis dette

métte gnskes. Disse egenskaber prioriteres ofte meget hgjt.

Resten af dette kqpitel er centreret omkring konstruktionen
af en 4-p7¢ adder, det vil sige et netvaerk, der kan udfgre
addition af to 4-bit binare tal. Dette eksempel er valgt af
to grunde. For det forste er heltalsaddition en grundlag-
gende operation i nasten alle stgrre digitale systemer. For
det andet vil eksemplet give mulighed for presentation af

nogle fremgangsméder, der med held kan anvendes i andre
Sammenhange.

Det netverk, vi skal konstruere, mé vare forsynet med to

e
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indgangsbusser til de to 4-bit binare tal, samt med &n ud-

gangsbus til tallenes sum:

a>& >
b> 4 >

I blokdiagrammet af 4-bit adderen betegner a og b de to
tal, der skal adderes, og s betegner deres sum.

57> 5

@VELSE 5, Hvad er den stgrste verdi, udtrykt i 10-talsyste-
met, tallene a og b kan antage ?

For at finde det ngdvendige antal bits i udgangsbussen, be-

regner vi den stgrste verdi, s kan antage:

s = a + b

max max max
(1111)2 + (1111)2
2-(1111)2

(11110)2 (jevnfer gvelse 1)

1}

n

1}

Heraf ses, at s-bussen skal indeholde fem bits. Derfor skal

netverket udfgre fem funktioner af otte variable:

Y S a—

O1€>—————

a, > T
;.__>.32

by>——— S,

by >——

b g

En mulig fremgangsméde ved konstruktionen af diagrammet

ville vare at behandle de fem funktioner, sO, 51’ s2, 53,
Sy hver for sig. Ved behandlingen af den i'te af disse,
det vil sige Sy kunne vi gennemfgre den sadvanlige syn-

tese:
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1) Opstilling af tabellen for s. som

| funktion af a,, a
b2, b3.

2) Opstilling af et udtryk for S -

3) Reduktion af det fundne udtryk.

4) Konstruktion af et diagram for S, -

a a

17 %27

@VELSE 6, Hvor mange rakker vil der vere i tabellen for si?

Efter at have konstrueret diagrammerne for hver af de fem
funktioner,

SO’ Sl’ 52, s3, s4, kunne vi koble dem alle til
a- og b-bussen. Denne fremgangsmdde vil fgre til et anven-

deligt diagram; men i praksis er metoden meget lidt elegant
Og nasten ubrugelig. Hver af de fem tabeller er meget store
(Jevnfgr resultatet fra gvelse 6) . Derfor vil det sandsyn-
ligvis vere meget tidsrgvende at reducere funktionsudtryk-
kene tilstrakkeligt. Desuden er der en god chance for at
begd en eller flere fejl undervejs.

I den situation, vi nu star i, er det en god idé at tenke
pd, hvad vi ville ggre, hvis vi skulle addere a 0g b manu-

elt. Derfor prgver vi at addere for eksempel (1001)

og
(1101) . Vi bruger den sadvanlige additionsrutine, der ogséa
er kendt fra 10-talsystemet:

1001
1001

1101
10110

Fgrst adderes de to mindst betydende bits. Det giver en sum
P& 0 og en mente pad 1. Dernast adderes det naste par af
bits samt menten fra den fgrste addition. S&ledes fortset-

tes, til der ikke er flere betydende bits eller menter.

QVELSE 7, Addér tallene (1100)2 og (1011)2 efter samme me-

tode som ovenfor, Og overvej gyldigheden af denne metode.
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Hvis vi vil adderée f / !
addere tallene (a3a2a1a0)2 og (b3b2b1bo)2, kan
vi generalisere omstéende regnestykke s&ledes:

my my, my m,
a3 @, a; 3
by b, b, b,
54 S3 S2 Sl SO

Der galder fglgende relationer:

o)z = (mgsy),

(m0)2+(a1)2+(b1)2= (mlsl)2
(m)p+lay) *+(by),= (mys,),
(my)p+laz)y+(by),= (mysy),

(ag) ,+ (b

(m3)2= (s4)2

De overfgrte menter er betegnet med mO, ml, m2, m3 og m4.
Det ses, at der én gang blev lagt to enkelte bits sammen,
og at der tre gange blev lagt tre bits sammen. Det vi har

brug for i diagrammet er altsa:

1) Et netvark, der udfgrer addition af to
bits, og leverer resultatet i form af en
sum-bit og en mente-bit.

2) Tre ens netvark, der udfgrer addition af
tre bits, og leverer resultatet i form af

en sum-bit og en mente-bit.

Et netverk af typen 1) kaldes en half-adder. Fornavnet,
half-, hentyder til, at netvarket ikke kan behandle indkom-
mende menter.

Et netvark af typen 2) kaldes en full-adder, og er kende-
tegnet ved, at kunne behandle s&vel de to indkommende bits

som den indkommende mente.
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Idet vi lader H Og F betegne henholdsvis en half-adder og
en full-adder, kan vi tegne et 1lidt mere detaljeret diagram
for 4-bit adderen:

a.,a,a,a, b.b.b,b
\}3‘}2*1‘}0 ﬁszwO
Jd H [ %o
Mo
o = = s
m1 |
> F N
m2
FoC % |
my
“"'84

OVELSE 8, Sammenlign diagrammets struktur med strukturen i
det tilsvarende regnestykke.

OVELSE 9, Hvor mange razkker vil der vare i tabellen for
henholdsvis Sgr mof Sy ml, S, m,, S, og m, 2 Sammenlign
resultaterne med resultatet fra gvelse 6.

Nu skulle det vare klart, at den nye fremgangsméde er mere
velegnet end den tidligere. Desuden rummer ovenstdende dia-
gram en oplagt mulighed for en udvidelse til for eksempel
en 8-bit adder. Denne mulighed var ikke til stede i det
tidligere blokdiagram.

OVELSE 10, Hvorledes kan man konstruere en 8-bit adder ved
anvendelse af half-addere og full-addere ?




100

Vi er nu kommet dertil, at vores 4-bit adder er férdig,
hvis vi blot kan konstruere diagrammet for en half-adder og
diagrammet for en full-adder. Konstruktionen af disse dia-
grammer finder sted i den kommende rakke af pvelser.

Fgrst ser vi pd half-adderen. Den har to indgange, som vi
vil kalde x og vy, samt to udgange, som vi kalder s og m. }
Kravet til half-adderen er, at s Og m er henholdsvis sum og

mente ved addition af x og y. Det vil sige, at der skal
gelde:

(X)2 + (y)2 = (ms)z.

@VELSE 11. Opstil tabellen for s som funktion af x og y,
samt tabellen for m som funktion af x og y.

@VELSE 12, Find et udtryk for s og et udtryk for m som
funktioner af x og y. Reducér derefter disse udtryk.

@VELSE 13, Konstruér et diagram for half-adderen, H.

QVELSE 14, Der findes et diagram for half-adderen, der kun
bruger fem 2-input-NAND-gates. Prgv at lave et sadant.

@QVELSE 15, Den digitale funktion, der er fastlagt af tabel-

len:
X|y| x®y [
o—
X®
011 1 Y 4
110 1
111 0

er sa anvendt, at den produceres som et fardigt digital-
elektronisk netvark. Diagramsymbolet ser ud som vist, og
kaldes en 2-input-XOR-gate. Dette er en forkortelse af
2-input-exclusive-or-gate. Forklar meningen med betegnelsen

exclusive-or.
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@VELSE 16, Konstruér et diagram for half-adderen, H, ved
kun at anvende én 2-input-XOR-gate og én 2-input-AND-gate.

OVELSE 17, I diagramsymbolet for 2-input-XOR-gate er der
ikke gjort forskel pa de to indgange. Dette er kun hold-
bart, s&fremt operatoren, ®, er kommutativ. Bevis, at det-
te er tilfaldet.

@VELSE 18, Undersgg, om operatoren, ®, er associativ.

Herefter vil vi g& over til at se p& full-adderen. Den har
tre indgange, x, y og z, samt to udgange, s og m. Kravet
til full-adderen er, at s Og m er henholdsvis sum og mente
ved additionen af X, ¥y 09 z. Det vil sige, at der skal gel-
de fglgende ligning:

(x), + (y), + (2)2 = (ms)2.
QVELSE 19, Opstil tabellerne for henholdsvis s og m som
funktioner af x, y og z.

@VELSE 20, Konstruér et diagram for full-adderen, F, efter
fgrst at have fundet og reduceret udtryk for s og m som
funktioner af x, y og z.

@VELSE 21, Der findes et diagram for full-adderen, der kun
bruger to 2-input-XOR-gates samt tre 2-input-NAND-gates.
Prgv at konstruere et s&dant.

OVELSE 22, Tegn et fuldstendigt diagram for 4-bit adderen.

Til slut vil det vare pa sin plads at navne, at 4-bit ad-

deren findes som en fardig operationsenhed i 7400-serien.




Formelsamling

AKSTOMER

(1") x+y=y+x (1") x-y=y-x

(2") x+(y-z)=(x+y) - (x+2) (2") x-(y+z)=(x-y)+(x-2)

( 3') x+0=x ( 3") x-1=x
(4') x+x=1 (4") x-x=0
SETNINGER

( 5 ) Entydighed af neutrale elementer.

( 6 ) Entydighed af komplementer.

(7 ) Dualitetsprincippet.

(8"') x+1=1 (8") x-0=0

(9') =x+x=x (9") =x-x=x

(10 )  x=x ’
(117) (x+y) - (x+y) =x (11" (x-y)+(x-y)=x

(12') x+(x+y)=x (12")  x+ (x+y)=x

(13")  x+(x°y)=x+y (13")  x- (X+y) =x-.y

(14')  x+(x-y)=x+y (14")  X- (x+y)=x-y

(15')  x+(y+z)=(x+y)+z (15") x

|
c(y-2z)=(x+y) -z J
|

(16') xX+y=x-y (16") xry=x+y
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