DE KOMFPLEKSE TALS HISTORIE.

For helt at forstéd idéen bag de komplekse +al, er det
nodvendigt at kende lidt til den udvikling, der har fert frem
til de reelle tal. Hver enkelt fase af denne udvikling minder
nemlig p& mange mader om springet fra de reelle +tal til de

komplekse tal.

I dag uvdger de reelle tal en vesentlig del af vores praktiske
o andelige aktiviteter. Vi ferer regnskab med penge, opmiler
land, beregner skat, méler temperatur og s& videre. Gennem hele
vor opvekst er vi blevet opdraget til at bruge mengden af de
reelle tal som et ganske naturligt redskab 1 forbindelse med

alle beregningsnessige opgaver.

Men sidan har det ikke altid veret. De reelle tal er resultatet
af en langvarig udvikling, der tog sit udspring med menneskets
enske om at udtrykke simple kvantitative sterrelser. For
eksemnel.-n& der meget.tidligt have veret et hehov for at holde
styr p&, hvor mange husdyr man ejede, eller hvor mange dage der

var mellem ebbe og flod. De ferste anvendelser af tal fortaber

zig i fortiden, men det er nerliggende at geitte pa, at selv de

tidligste menneskelige kKulturer har benyttet nogle

t®llenetoder, omend disse kan have veret meget simple.

Senere ogedes kravene til tallenes beregningsmessige

egenskaber, og s& midtte man opfinde mere raffinerede
alsystemer. De nye talsystemer gav en sterre matematisk
ndsigt. Men just derfor blev man i stand til at formulere

fornyed trav  til talsystemerne. F& den m&de har tallene

Ay

a
udviklet =iy gennem artusinder som en stadig vekselvirkning
mellem sterre matématisk indsigt og wogede beregningsmessige
krav, 1 den fslgende aoversight fremhmves nogle af hovedpunkterne

i denne udvikling.

De pnaturlige tal bestédr af tallene 1, 2, 3, .... De kaldes ofte

twmlletallene, fordi det er dem man bruger, nAr man teller. Men

de kan ogs& 1 begrmnset udstrekning bruges i forbindelse med
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aritmetiske operationer. S&vel summen som produktet af <o
naturlige tal er naturlige tal. Af denne grund siger man, at de
naturlige tal er stabile over for addiftion og multiplikation.
Pa trods af denne psmne egenskab, findes der nogle ganske simple
additive ligninger, der ikke har nogen lesning inden for de
naturlige tal. For eksempel har hverken 5+x=3 eller 5+x=5 nogen

le=ning.

For at kunne 1lepse alle ligninger af formen a+x=b er det
nodvendigt at udvide talmmngden til ogs& at omfatte nul og de

negative hele tal. Dermed har wvi mengden af alle de hele tal

til radighed. Den bestadr af tallene ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2,
3, .... De hele tal er, ligesom de naturlige tal, stabile over
for addition og multiplikation. Men talmengden er stadig

utilfredsstillende, idet der findes nogle simple multiplikative
ligninger, der ikke har Ilesninger. Dette gelder for eksempel

ligningen 5x=3.

Mengden éf de rationale tal lwser dette problem. Den bestar af
alle tal af formen b/a, hvor a og b er hele tal, med az0. De
rationale tal er en udvidelse af de hele tal, idet et
vilké&rligt helt tal kan opfattes som en brek med nevneren 1,
Med denne udvidelse er man i stand til at lese alle ligninger

af typen ax=b, med a=z0.

Den n&ste udvidelse af talmezngden var en konsekvens af
opdagel=zen af, at der findes liniestykker, hvis lengder ikke er
rationale. Allerede 300 &r for vor tidsregning kendtes et bevis
for, at lengden af diagonalen 1 et enhedskvadrat ikke er
rational. Opdagelsen af cde irrationale tal pveds en
Zennemgribende indflydelse pa erkendelsesfilosofien. Man havde
hidtil troet, at alle naturens fenomener kunne udtrykkes ved
simple rationale tal. 1 oldtidens Grekenland var der ligefrem
tilosofiske skoler, for eksempel Den FPythagorsiske Skole, hvis
medlemmer havde wviet hele deres 1liv til studiet af den

guddommelige natur set i lyset aft de rationale tal.
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Utilstrekkeligheden af de rationale tal kom som et chok, for
disse mennesker, og opdagelsen var den direkte &arsag til en
total omlmgning af den kurs, den greske matematilk hidtil havde

fulgt.

Man mAtte igen til at udvide talmengden. Denne gang resulterede

det 1 mengden af de reelle tal. Den indeholder foruden de

rationale tal ogs& de 1irrationale. Det feoretiske grundlag for
de reelle tal har veret et virkeligt stort problem, som ferst

er blevet lepst pa tilfredsstillende mé&de i nyere tid.

Far man skal gere fuldstendigt rede for de reelle +tals
regnemessige egenskaber, opdager man hurtigt, at en simpel
opremsning af alle gyldige regler og formler ikke er nogen
brugbar fremgangsméde., Dertil er der alt for mange regler. Det
er mere eskonomisk at finde et passende 1lille set af regler,
hvoraf alle de andre kan udledes. Et s&dant grundleggende
regelset kaldes et aksiomssystem, og de enkelte regler 1

aksiomssystemet kaldes aksiomer.

Man opnér en ekstra fordel ved at anvende et aksiomssystem, thi
anhver talmengde, der opiylder de samme aksiomer som de reelle
tal, har automatisk de samme regnemessige egenskaber. Det
skyldes, at de regnemamssige egenskaber er konsekvenser af
aksiomerne. Derfor er man fritaget for at bevise gyldigheden af
alle de sedvanlige regler, n&r man tager en ny talmsmngde 1
brug. Man kan nejes med at bevise, at de f& aksiomer er gyldige

for den pageldende talmEngde.

En talmengde med to regneoperatorer, addition og
multiplikation, som opfylder de sammne aksiomer som de reelle
tal, kaldes et legene, Aksionssystemet for et legemse er
behandlet mere precist 1 appendiks I, P& nuverende tidspunkt
vil wvi nejes med at sl& fast, at i et legeme er alle de

sedvanlige regneregler gwldende. Elandt de talmengder, der er



De komplekse tals historie, Side 4

nzvnt ovenfor, er det kun de rationale tal og de reelle tal,

der er legemer,

I ovenstéende oversight har vi set, hvorledes talmemngderne har
udviklet sig. De naturlige tal blev udvidet £til at omfatte alle
hele tal. Disse blev igen udvidet £il at omfatte alle rationale
tal. De rationale tal udger et legene, og er derfor i

regnemessig henseende en tilfredsstillende talmmngde at arbejde

mad. Men p& grund af opdagelsen af irrationale geometriske
lengder, métte man udvide til de reelle tal, som ogsad er et
laegeme.

L

De  komplekse +tal er en naturlig fortssmttelse af denne
udvikling. De er kommet til verden for at tilfredsstille nogle
krav, som de reelle tal ikke har kunnet tilgodese. Der er flere
mangler ved de reelle tal. For eksempel er det umuligt at tage
kvadratroden af et negabtivli tal. Dette kan ogsad udirykkes ved,
at ligningen x*+a=0 ikke har nogen lesning, nadr a>0. Hvis man
Yunne finde en talmengde, hvori ethvert polynomium af grad
storre end nul har et nulpunkt, s& ville dette og alle lignende
problemer bortfalde. Desuden er det naturligt at kreve, at en
eventuel ny talmengde skal udgere et legeme, der indeholder de
reelle tal. Hvis vi sikrer os, at dette bliver opfyldt, kan vi

nemlig bare fortsette med at bruge de gamle kendte regneregler.

Man kan bevise, at hvis der findes et legeme, der er en
udvidelse af de reelle tal, og hvori ligningen x2+1=0 har en
lesning, =& har ethvert polynomium af grad sterre end nul et
nulpunkt I dette legeme. (Dette skal vi ikke bevise her). Nar
man skal forsege at finde den beskrevne forbedring af de reelle
tal, er det derfor tilstramkkeligt at lede efter et legeme, der
indeholder de reelle tal, aog hvori ligningen x*+1=0 har en
lesning. I appendiks II er der gjort rede for, at der virkelig

findes et =s&dant legeme, nemlig de komplekse tal.
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Caspar _Wessel (1745-1818) var den forste, der paviste

eaksistensen af de komplekse tal, Han er fedt i Norge, som pa
den tid var underlagt det dansk-norske riges enevaldige styre
med hovedstad i Kebenhavn. Europa var dengang inde 1 en voldsom
kulturel wudvikling med nytenkning inden for nesten alle

omrader: teater, litteratur, malerkunst, kemi, fysik, matematik

og s& videre. For eksempel var det i denne periode, at Galvani,
Volta og Orsted gjorde deres store opdagelser angéende

o
lektriciteten og dens natur,

u}

+

£

tri

er endt gymnasietid 1 Oslo flyttede Caspar VWessel til
Kebenhavn, hvor han teog juridisk embedseksamen. Senere blav han
landmalingsinspekter i Det Kongelige Danske Videnskabernes
Selskab, I den forbindelse ledede han den meget vanskelige
opméling af kongeriget. Det var et arbejde, han udferte med
=tor interesse og opfindsomhed. Hans storebror, digteren Johan

Herman Wessel, skrev _om ham:

Han tegner Landkort og leser Loven,

han er saa flittig som jeg er doven.

Men Caspar Wessel blev irriteret over, at han i tilknytning til
=itk arbejde ustandselig 1leb ind i umulige matematiske
cperationer. Derfor filk han idéen til at udvide talmengden,
shledes at det blandt andet blev tilladt at uddrage
kvadratroden af -1. I 1797 afleverede han en afhandling om

dette til Videnskabernes Selskab. Dens titel var:

Om Directionens analytiske Betegning, et
Forseg, anvendt fornemmelig til plane og

spheriske FPolygoner=s Oplesning.

Den rummede det formelle fundament for de komplekse tal. Caspar
Ve=msel havde sikkert regnet med, at afhandlingen ville virke
provokerende, og at den ville affode protester fra

matematikere, der ikke ville tolerere sadant noget vrovl som at



uddrage

havde
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kvadratroden af —-1. For at komme protesterne i forkebet

han wudformet afhandlingens indledning som en slags

forsvarstale. Blandt andet skrev han:

“... Man har uden Tvivl lholdt det for
utilladeligt at forandre noget i
Operationernes eengang antagne Forklaring.
Og derimod er intet at indvende, saalmnge
Forkiaringen anvendes paa Sterrelser i
Almindelighed; men i enkelte Tilfelde, naar
Storrelsernes egen Natur synes at indbyde
til Operationernes nelere Bestemmelse, ag
denne med Nytte kan anvendes, begr samme vel

el kaldes utilladelig; ..."

"... Jeg siger om man tager sig denne
Frihed, og dog ei derved overtreder de
sedvanlige Operationsregler, saa modsiger
man Jjo ikke derfor den feorste Lesre om

Tallene; ..."

L Dette er Hovedindholdet af denne
Afhandling. Anledningen dertil var, at jeg
segte en Methode, hvorved de umulige
Operationer kunde undgases, og da denne var
funden, anvedte jeg samme , for at
overbhevises om nogle velkiendte Formlers

Almindelighed. ...

Men protesterne udeblev., Sandsynligvis fordi der ikke var
nogen, der forstod afhandlingens indhold. Det matematiske
niveau 1 Danmark var dengang for lavt til, at man kunne felge
Caspar Wessels abstrakte tanker. Heller ikke fra det store
Europa kom der reaktioner. Afhandlingen var nemlig skrevet pa
dansk, som var totalt uforstaeligt for udlandets matematikere.
Derfor ®blev Caspar Wessels beundringsverdige arbejde arkiveret
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og glemt af alle, indtil det i 1895 dukkede op i en
doktordisputats om matematikken 1 Danmark og Norge. Men da
havde den store tyske matematiker, Gauss, forlazngst faet mren

for at give de komplekse tal et logisk fast grundlag.



DE KOMPLEKSE TALS ARITMETIK.

Inden vi g&r igang med at regne med de komplekse tal, skal vi
se pad nogle af egenskaberne ved et legeme. Disse egenskaber er
felles for alle legemer, og derfor ogsé for de rationale tal,

de reelle tal og de komplekze tal.

Kortfattet (og lidt uprecist) kan man sige, at en talmmngde, M,
med to regneoperatorer, + og s, er et legeme, s&fremt felgende
seks aksiomer er opfyldt for vilkadrlige elementer a, b og c i

M:

1) a+tbeM og asbelM

2) atb=b+a og a.bh=bsa

3) {atb)+c=at+(b+tc) og (@asblec=ae (bec)
4) as (btci=a.btasc

5) O+a=a og lea=a

6) a+(-a)=0 og ae(l/a)=1

Det forste aksiom siger, at M er gstabil over for henholdsvis
addition og multiplikation. De nmste ftre aksiomer kaldes de

kommutative regler, de assogiative regler og den distributive

regel. Det femte aksiom siger, at 0 og 1 er neutrale over for
henholdsvis addition og multiplikation. Det sidste aksiom

udtrykker, at -a og l/a er henholdsvis det modsatte tal og det
reciprokke tal til a. For at kunne tale om det reciprokke tal

£il a, m& man dog forudsette, at az0.

Man kan bevise gyldigheden af alle de smdvanlige regneregler ud
fra disse f& aksiomer. Der tenkes i denne forbindelse blandt
andet p& reglerne for forlsngelse og forkortelse af broker,
samt reglerne for, hvorledes man mulitiplicerer to flerledede
stgrrelser. Traditionen +ro vil wvi ofte skrive ab, nar vi 1
virkeligheden mener asb. P& samme mé&de kan vi overfere andre
traditionelle skrivemdder til et vilkarligt legeme. For
eksempel kan vi i kraft af de associative regler skrive abc 1
stedet for albc) eller (abl)c, og vi kan skrive a+btc i stedet

for a+{(b+c) eller {(athl+c.



De komplekse tals aritmetik, Side 2

Zom nevnt 1 kapitel 1 udger de komplekse tal et legeme, som er
en udvidelse af de reelle tal, og som indeholder en legsning til
ligningen x?+1=0. Det betyder, at der findes et komplekst tal,

i, =saledes at j*=-1. Det er indlysende, at j ikke kan tilhere

de reelle tal; thi intet reelt
tal har den nevnte egenskab,

Derfor mad j vere et af de nye

tal. EBogstavet C anvendes son
betegnelse for mengden af de
komplekse tal, p& samme made som

R Dbetegner mengden af de reelle

Pa € er et legeme, er C stabil over for addition og
multiplikation. Da desuden R er en delmengde af C, fas:
agR, beR, jeC = acC, beC, jeC
=2 aeC, jbeC

=3 a+jbeC

Heraf ses, at ethvert udtryk af formen a+jb, med aeR og beR, er
et komplekst tal. I appendlks Il er der gjort rede for, at de
komplekse tal ikke indeholder andre elementer end disse. Det

vil zige:

C = {at+iblacR, beR}.

Vi kan umiddelbart g& i gang med at udfere simple beregninger
med komplekse tal; thi alle de sedvanlige regneregler er
gyldige, Stort seft kan man behandle de komplekse tal precis som
mzn behandler de reelle tal, hvis man blot husker pa, at j2 er
lig med -~1. Desuden skal man passe 1lidt pa med at udnytte
egenskaber, der knytter sig til, at de reelle tal kan placeres

ré& en ftalakse. Dette er ikke filfeldet for de komplekse ital.
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Summen af to komplekse tal,

Som eksempel pi& addition af komplekse tal, finder wvi

tallene 3+2j og =7+j:

(BH2I0+(=T+j) = 3425-7+]
= 3-7+2J+]
= —4+3]

Bvelge 1. Udregn felgende summer:

a) (4-B3i)+(3+43) b) (1+43)+(L-43)
o) (B+BFr+(=8-3) d) (=2433)+ %)

romplekse tal.

summen af

Subtraktion foreg&r p& samme mide som addition, bortset fra at

man skal huske at skifte fortegn ved ophevelse af

minusparentesen. Vi finder differensen mellem for eksempel 5-4j

o -] — 4 =
og 9+2j saledes:

(5-43§)-(0+2]) = 5-47-0-2]

Dvelze 2. Udregn feolgende differenser:

a) (3+2j)-2+332 b)Y (1+43)0—-(1-473)
c) (1245702 -(~=3+87) c) (3+0j02-(0+53)
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Produktet af to komplekse tal.
Vi kan beregne produktet af 3-2j og 4+7j ved at bruge den
fremgangsmdde, man plejer at anvende ved multiplikation af %o

flerledede storrelser:

(B3=23)0CA+T]) = Bed+3:7i-2j4-2F¢7]
= 12+21j-8j-14j32
= 12+21j-8j+14
= 12+14+(21-8)j
= 26+13j]

ZGvelse 3. Udregn felgende produkter:
a) (24332« {1+43) b)Y (1+4j)e (1-472
c) (B+27). (H+23) d) (3-83)e]

Kvotienten mellem to kouplekse tal.

Det er 1lidt mere besverligt at beregne kvotienten mellem to
komplekse tal. For at gennemfere udregningen er det nedvendigt
med et 1lille +trick, der bhestdr 1 at gere nevneren reel. Det

klares ved at forlenge breken med et passende komplekst tal:

~3471 _ (=3+74) (1-5i)
1453 (1453 ) (1-53>
—3s1-8e(-5i)+7is1+7ie (~53i)
12— (532
—3+151+71-85¢i3)
1-25 (§32)

=3+193+7i+35
1+29

—3+354151+71

26

32t+221
z6

16+113
13

= 1,231 + 0,84062]
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Gvelse 4. Beregn felgende kvotienter:

2437 —-1+1
27 3443 . L
) —3‘— ay MT"LZJ-

F
0
i
i
N

I det ovenstédende har vi gjort brug af feolgende

egenskab: Hvis a og b er reelle tal, s& er tallet (a+jb)s<{a~jb)

ogsa reelt., Bevis dette,

Zvelze 6. Den sadvanlige regel for, hvorledes man oplefter en
toleddet sterrelse til anden potens, gslder ogsd for komplekse
tal; thi den er en simpel konsekvens af de kommutative regler,
de associative regler og den distributive regel. Benyt denne

regel til at udregne fwlgende potenser:

a) (3+5j»1= by (7-3>2
Puelmea 7, Gor .rede for, at j*°=1, og at j’=—-J. Kan man sige

noget generelt om j", hvor nezZ?

Vi har nu set nogle f& eksempler pa simple regnestykker med
komplekse tal. Forhabentlig har de vist, at nesten alle
udregninger felger de regler, man er wvant +t1l1l fra de reelle
tal. Tilbage er sa spergsmélet om, hvad j egentlig er for
noget. Det eneste man kan svare pad dette spesrgsmal er, at j er
en lesning til ligningen x*=-1. Med tiden f&r man dog nesten
den samme fortrolighed med j, som man har med tallet 1. Det er

udelukkende et sporgsmal om tilvenning.



DEN KOMPLEKSE TALPILAN

4

ig de reelle tal, er det nyttight at

]

Har man =kal forestille =

5

tenke pia dem =om liggende pad en talakse. Ethvert punkt pa

talaksen svarer til et reelt tal, og ethvert reelt tal svarer
il et punkt pA& talaksen, Denne egenskab kan man udbtrykke wved
at sige, at der hersker en en-entydig forbindelse mellem de
reslle tal og punkterne pi4 talaksen. Med til defte billede af
de reelle tal herer alle de egenskaber, der har med tallenes
ordning at gere. Hvis a og b er to reelle tal, =4 er enten a=b

eller a<b eller arsb. Andre muligheder gives 1kke ai den =zimple

grund, at talaksen er éndimensional. Desuden kan man tale om
intervaller inden for de reslle tal. At dette er muligtl,

zhyldes igen de reelle tals éen—dimensiocnale nalur,

Men det er ikke mulight at placere de komplekse Gtal pad =

talakze, fordi ethvart punkt pd talaksen allerede =r ophtaget af

et reelt tal. Derfor er det heller ikke muligt at overfore
ordnings—- eller dntervalbegreberne til de komplelse tal. HMan

kan alt=sd ikks tale om, at et komplekst tal er sterre eller
mindre end et andet kowplekst tal. Ligeledes er det meningslest
at tale om mengden af alle de komplekse tal, der ligger imellem
to givne komplekse tal. Det krever lidl wsvelse at arbzjde med

et legeme, der ikke er ordnet,

Zelvom de komplekss tal ikke lader sig placere péd en talakze,

ltan vi danne oz et ganske godt 1

i
billede af dem. Men =48 mi vi
Banvtte = S 1imensi : :
banytte o= af to dimenzioner. i R
Bt taly  BESD hvor E
2:F op beR, kan afsattes =om et i
punkt 1 et almindeligt todimen- i
zicnalt koordinatsystem, idet a L :HHe
opfattes som ferstelkoordinaten N

oz b =om andenkoordinaten. Vekitoren a,b) kaldes =tedvektoren
=
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Tallet j blev i starten betragtet som et "mystisk"

havde liv i kraft af

(imagination’.

enhed og man sagde, at b
modsetning hertil kaldtes a

betegnelser lever videre i den moderne

at man nu har vannet sig s4 meget

Derfor har man

angawv

optatter dem som verende

De forkortede skrivemider

menneskets

talt om J sSom

for realdelen af

til de komplekse

mere

ser siéledes

Re(at+ib) = a

Iméat+tib) = b
Koordinatsystemets forste- og andenakse kaldes henholdsvis
reelle alkse og den imaginemre akse.
komplekse talplan. Ethvert punkt 1 +talplanen svarer

komplekst tal, og omvendt.

Den komplekse

il at =pille samme rolle for

zpiller for de reelle tal.

Lad z wvaere et

af z, er det npdvendigt, at angive

realdelaen o

- Im
Imidlertid er det ofte praktisk A
at. angive = wved i e af & =
= angive ved himlp af o P
andre reelle tal, nemlig Modlz> _
=t e - = 1 = - - -”_Jr
stedvektorens langde og -

e
§ i -l
retningsvinkel. Leangden af z's e .
T\ Aradz

stedvektor kaldes=s modulus af =z il | .
0z betegnes MNod(z) eller Izl.
Stedvektorens retningsvinkel kaldes argumentet af betegne
med Argiz).
Arzumentel kan angives 1 enten grader eller radianer. er
det kun radianmialet, der er brugbart 1 forbindelse de
komplek=e funktioner, vi senere skal beskeftige os med. Derfor

vilkarligt komplekst Lal,

imaginerdelan,

komplekse tal,

to reelle tal,

tal,

imaginore

kun

forestillingsevne

imaginmrdelen

terminologi pa

a+jb.

a+jb.
trods
tal,

mystiske

Hale talplanen hedder

talplan kommer

For at angive

at,

Dis=e

at man

de

dern

derfor

som talaksen

verdiaen

eksempel
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vil vi ofte angive argumentet i radianer. Hvi=s et komplekst tal
har argumentet v, er det ogsd hkorrekt at pasta, at det har

2,

argumentet v+2x eller v+dn eller v-2n og s& videre, Hvis z ar

lig med nul, er =z's stedvektor lig med nulve ktoren, og =a er
clead meningslost, at tale om reftningsvinklen. For at undgd
problemer i dette zpeciclle tilfeelde fastsmttar vi, at

Arz 01=0,

Hviz man kender et komplekst tals modulus oy argument, kan man

baregne dets realdel oy imaginerdel ved hjmlp af nedenstaende

=whbning.

Sxbning 1. For et vilkarligt komplekst tal =z gelder:

') Red(zd) = Mod{(z)coz(Arglzi>

.
(a.)
=l
H

!

= Modtzi)=iniArg(z2)

Bevis: Hvis =34 veltor har
! . ‘ im
lengden r og retningsvinklen v, AT
z4 er forste- og andenkoordi- -
. ) . . r=inv T —T"
naten lig med henholdsvis rcosv -
o2 rsinv. Nar dette anvendes pa A
.4—)
stedvektoren for =z, fa&r man /./'
k9
direkte formlerne (') ag "3, o \
> *Re
1 : : . e,
Herwed er satningsn bevist. o

Hvi= = har modulus r og argument v, kan sestningens resultat

udtrykkes ved:

z = reosviijrsinv = r{cosv+i=zinv)

GByvelse 4. Omskriv det komplekse tal, =, til formen, z=atjb, 1

hvert af de folgende fire tilfwide:

a) Mod(zy=7, Arglizi=m/6, by Mod{z)=7, Arglz)=0.
=) Mod(zd=1l, Arg(zi=n/z. d> Mod(z)=1l, Arg(zi=-n.
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Den komplekse talplan, Side 4
Den nmste setning giver, 1 modsetning til den foregdende, nogle
formler, der kan anvendes, ndr man kender et komplekst tals
real- wog imaginerdel, men ensker at beregne dets modulus ag

arzunmnt.

Saboing 2. For ethvert komplekst tal z gelder:

"y (Modczr»i® = (Re{z))Z2+(Im(z2)3

P

MMy tan(Argdzr) = Imiz)/Fe(z? (forud=zabt Rel(z1{>0>

= =T vektor har
Im
oo (e, 1), =T
bvadratet pd dens lengde lig bo® - e
mad a2¥+he, oz tangens til dens ;/f’
i y - " | el ol
retningzvinkel er b/a (forudsat e
; hE! Teat l ; . |
o G vA 1T latte =z VEaTcle s A -
az07, NA; Jes anvendsas P /,’T,G J
e \ | ~
stedvektoran for z felger i —~ Re
E | > - ~ =,
formlerne (') og (") direkte. P E=a+h
. oo _ taw=b-3
Dette beviser sminingen

¥iar man bruger formlen (") £il bestemmelse af argumentet for et
komplekst tal, =kal man huske at tage hensyn il z's placering

1
i forhold til talalksene. Feorst udregnes Im{z)/Re(z), Derefter

kan man hruge lommeregnarens
Im
TNV TAWN t11 at finde en wvinkel, s

Tenne wvinkel er dog  kun  det DT IMNWTEN PI<2 IHVTAM

|
korrekie argument, shliremt ' S
FI O 01— Fe
faizo er positiv., Det skyldes, | '

at lommeiresnersan forudsstter, PI+IMWYTAM ~PI-s/2 INVTEN
|

at den sogte vinkel ligger !

mellem —wm/2 og +wn/2. Hvis Hedz)

er negativ, skal vinklen korrigeres ved addition af x. Dette er

zogt 1llustreret i hosstiende zkematiske oversigtht,

i)}



Den konplekse talplan, Side 5

vivelse 7. Beresn Modiz) og Argiz) i hvert af de folgende =ni

S N Pl

tilfelde:

ar) =z = 3Z+5j b)Y z = 3-9j c) =z = —3+573
b) = = Bl o) = o= =8 ad) =z = -9
@) @z o= 8 £y z = 0 r) oz o= 93

J

Vi =kal nu se p&, hvardan addition, subtraktion, multiplikation

or divi=sion &

-+

%]

per sig ud 1 den komplekse talplan., e neste bo

zxtninger handler om henholdsvis addition og subtraktion.

s Man adderer to komplekse tal ved at addere

1
rezaldelene 0f imaginmrdelens hver for sig. Det vil sige: For

Jiftrlipe komplekse ftal, ¢ og w, gmlder:

(" Poe(zd+wr = Ral(zg)+Re

fmigtwi = mi )+

Ved &t omskrive z og w til deres real- og imaginerdele

D

i3 under anvendelse af den kommitative og den associlativ

regel for addition samt den distributive regel, at:

= (Ref{z)+jlmiz))+(Re(w)+jImlwd)

tl
4

= Refz)+jlml{zy+Ra(w)+jIminwd

= (Re(z)+Re(wd)-+jIm{z>+Imiw2?

Rel{z+w) = Rel{z)+Re (w)

Imiz+w) = Imizr+Imlw)

Dette beviser sminingen,
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Den komplekse talplan, Side &

Man subtraherer Lo hkowmplekse tal ved at subtrahere
resldelens og imaginerdelene hver for sig., Det vil sige: For
villkkdrlige konplekse tal, z og w g®lder:

'Y Relz-w) = Rel(z)-Re (w)
Volmlz-wd o= lmiz)-Tmlwd

i c

Pevizel foresz pa en mide, der minder megebt om bevisel

zztning 2, Det overlades

L1l leseren at gennemfere det,

U

Tiolge de to foregiends ssEininger er addition oz subtraktion af
Foditelelize tal haellt  analos  med addition og subbtraktion af
taedvektorer:
! Im Im
| s AN
i w
! e N .
. 2 e
/ T g

i kilsvarende analogi findes ikke for multiplikation o

division af komnplekse tal; thi multiplikation og division e

ikke defineret 1 mmngden af vektorer. Alligevel kan man give en
zimpel beskrivels=se af multiplikation og division 1 den
komplekss talplan., Derom handler de neste to setninger.

5 Man multiplicerer to komplekse tal vaed at

multiplicere deresz moduli oz addere deres argumenter. Det vil

=ig2: For vilké&rlige kompleks

tal, z og w gmlder:

il

'Y Mod{zew) Mod (=)« Mod (w?

M) Arg(zew) = Argilz)+Argw)
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Dan komplekse talplan, Side 7

Af praktiske grunde indferer vi folgende forkortelser:

Mod{z)=r, Ar

glz)=u

Mod(w)==, Argmiwi=v

A kan o oog w ifelge bhemmrkningen efter smbtning I skrives pa

= ricosutisinulez(cosvtisinyd

= re{eosutisinu) (cosv+
ok b B ticosusszinvdisinvecosv-sinvesinud

= re{cosuecosv-sinussinvitjrslcosuezinvitsinuscosv)

= rsecosiutvitirsesinlutv)

= refcozfutv)+jisinlutv))

Unrlerveis 1 denne udregning er benyttet et par velkendte
trigonometriskse formler. Af resulftatet ses direkhke, at zew har
modulus rs=Mod(z).Mod{w) og argument utv=Arg(z)+Arglvwd>., Dette

fziutber beviset for sminingen.

2] 1. Hvis =z har modulus
Im

2 o o argumsnt 30°, og hvis w PR
. - L1
har  modulus 1,5 oz avrgument ol %‘ WE
] 5 -
; """-«, " g
1320°, s& har zw modulus 2:1,5=3 e N P
T N -~ )
= A L g ) %‘F.j.:.
Og, argument 20°+130°=160°, e
Dette ar illustreret i
hozstiende figur.
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len komplukse talplan, Side 8

tal ved at

Dat

Man dividerer to komplekse

subtrahere deres argumenter.

komplekse tal, = og w, mad w20, gelder:

(') Mod(z/w) = Modizi/Mod{w
(") Arglez/w) = Arglz)-Arg(w)

Forst

beregnar Vi

modulus  og

argumentet af

at Moddiw)=r, og Argiwi=v., S& gelder:

1 1
% ricosv+isinv)

vil

Mad1/w) = 1/r = 1/Mod{w)
Arg(l/w) = —v = —Arg{w)

Ved anvendelss af dette resultat sambt setning

=/ v

modulus af

Mod (= (1l/w>}
Mod{(z?Mod(1/w)

Mod {z )/ HMod (W)

Mod{z=/w)

sige:

17w,

dividere

deres

For

Antag,



Den komplekse talplan, Side 9

oz dels argumaentet af z/w:

Avglz/w) = Arglz(l/w))

= Arglzir+Argil/w)

Argic)—Arg (vw)

tningen hevist.

= har modulus Im
- o R — S r hris " N
> oy argument 30°, og hvis w
1]
nar modulus 1B oF  argument Y P
\\ __'_J
J g B4 har =/wW moclulu=s R o e
. - ) = i > R
521,233 og arsument i /
4 L 30 == 00", Dette 2r
illuztreret 1 hosst&ende figur. Z AL

Ladl z ovare et omplekst val med

Find modulus og argument afl Jez.

Lad z vere et komplekst tal med

Find modvlus ng argument al z?.

nDe Moivres s&tninge siger, at

(cosvtijzinvIt = cosinvl+tisininvd

Fevias denne z=mLbning.

vellkendte

Benyt De MNMolvres s®mitning med

formler:

2vi = cosfvtsin?v

9]
ju]
m
~

m

in(2v) = Z2cosvesinw

Mod(z)=r og Arglzl=v.




FUNKTIONER FRA DE REELLE TAL
TIIL DE KOMPLEKSE TAL

Lad f vere en funktion, som afbilder R ind i C. Hvis t tilherer

B, er f(t) et element 41 C. Hvis vi forestiller os, at t
gennemlgber de reelle tal, wvil Im

O e gennemlebe  verdimsngden £ TN

for f. Denne vsrdimsngde er en ////Jﬂ;——~5\ﬁ$“${t)
delmengde af C, og vil ofte

udgoere en kurve 1 den komplekse > >R ::Ee
talplan. I en vis forstand kan

man opfatte f som en "kereplan" for et punkt, der bevager sig i
den komplekse talplan. Placeringen af . £t angiver da

beliggenheden af punktet til tiden €.

I det felgende skal vi arbejde med sAdanne funktioner, Fmliles
for dem er, at deres definitionsmengde er R (eller en delm=ngde
af R), og at deres funktionsverdier tilherer C. For korthedens
skyld vil vi kalde dem komplekse funktioner, selvom denne
betegnelse oftere anvendes p4 funktioner fra C til C.
/

@velse 1. Lad f, g, h og i vere de komplekse funktioner, der er
fastlagt ved:

Foby = wEihE  beR,
g¢t) = t2+it, teR

h(t)> = cost+jsint, teR
i(t) = cost, teR

Giwv, for hver af disse funktioner, en beskrivelse af

verdimengden opfattet som en kurve 1 den komplekse talplan.
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Funktioner fra de reelle tal til de komplekse tal, Side 2

Definition 1. En kompleks funktion, I, giver anlédning til fire
reacalle funktioner, Re(f), Im{f), Mod (£ Og Arg (£, som

defineres séledes:

Re (£ (£ Re (£ (£))
Im(£) (L) Im(f (L))
Mod (£) (t> = Mod(£{t))D
Arg(£)(t) = Arg{fditd)

Desverre er det ikke muligt at tegne grafen for en kompleks
funktion, f. Det skyldes, at funktionsverdierne, f£¢(t>, tilherer
C, som er et todimensionalt rum. Et punkt, &,£{td), péd grafen
for f befinder sig derfor i et tredimensionalt rum.
Selvfelgelig kunne man modellere grafen i et tredimensionalt
rum, men de praktiske vanskeligheder wville vere store.
Imidlertid kan man udmerket tegne grafen for en eller flere af
funktionerne Re{f), Im(f), Mod(f) og Argdf), som jo er ganske
normale reelle funktioner. Ud fra graferne for disse kan man
med 1idt svelse danne sig et indtryk af, hvorledes selve
funktionen, £, opferer sig. 0Ofte er det iser graferne for

Mod (f) og Arg(f), der giver gode indtryk.

gvelse 2., Lad f vere den komplekse funktion, der er fastlagt

ved:
f¢(t) = cost+isint, teR.

Find funktionsudtrykkene for Modd(f) og Arg(f), og tegn graferne
for disse funktioner. Prev derefter at lave en todimensional
perspektivskitse af den tredimensionale graf for f.

Inden vi g&r i gang med at opbygge en infinitesimalregning for
komplekse funktioner, skal vi bevise et par nyttige satninger,
som drejer sig om modulus. Det er tidligere nmvnt, at hvis zeC,
s4 kan Mod(z) ogsd skrives som |zl. Denne skrivemade er endnu

ikke retferdiggjort, thi hvad nu, hvis imaginerdelen af z er

i 8 S 5 bap. Attt ok b - e e —e———p——y gt © mrere—— e s b




Funktioner fra de reelle tal til de komplekse tal, Side 3

lig med nul? Sa kan z med rette opfattes som et reelt tal. I
den =ituation kan man komme i +%vivl om, hvorvidt Izl shkal
forstads som modulus af z eller som den numeriske verdi af z.
Nedenst&ende setning siger imidlertid, at de to mulige
opfattelser er identiske, s&ledes at den beskrevne tvivl er

ubegrundet.

Setping 1. Hvis zeR, gelder Modd(z)=lzi, hvor Izl betegner den

sedvanlige reelle numeriske verdi af z.

Pevis: Da zeR, er Re(z)=z og Im(z>=0. Heraf.fas:
(Mod (z))* = (Re(z))2+(Im(=z))*
5 (Mod(z)>? = z3+02
=2 (Mod(z)>® = z?

= Mod(z) = |zl

Hermed er smtningen bevist.
/

Modulusbegrebet er ifwlge smtning 1 en udvidelse af det reelle
begreb, numerisk verdi. Ydermere viser det sig, at mange af de
egenskaber, der kendetegner den reelle numeriske vardi, gar i
arv til den komplekse modulus. For vilkérlige reelle tal, t og

s, gelder som bekendt:

(L 1120

2 1t1=0 & £=0
(3> ltsi=1tliIsl
(4) I t+sl ¢l tl+isl

Den n@mste sstning viser, at disse regler ogs& er gyldige for

den komplekse modulus.



Funktioner fra de realle tal til de komplekses tal, Side 4
Seetning 2. For vilkArlige komplekse tal, z og w gelder:

(1) Mod(z)20

(2) Mod(z)=0 & z=0

(3) Mod{(zw)=Mod (=) Mod (w)
(4) Mod<{z+w)$Mod(z)+Mod (w)

Bevis: De to ferste regler er meget lette at bevise, og den
tredie regel er tidligere bevist. Derfor nejes vi med at bevise

den fjerde regel. Dette geres lettest ved hjmlp af nogle

geometriske betragtninger. .
Hosstéaende figur illustrerer
additionen af z og W,
Trekanten, hvis hjsrner

befinder sig i tallene 0, z og
z+w, har sidelengderne Mod(z?,

Mod<{w) og MNod{z+w). Da summen

A,
\,
7
8

Re

af to sidelengder i en trekant | e
altid e; sterre end eller lig med den tredlie sidel®mngde, mi
summen af Mod(z) og Mod(w) vere sterre end eller lig med
Mod (z+w). Dette beviser rigtigheden af (4). Denne regel kaldes

af gode grunde trekantsuligheden.

De to foregédende sétninger viser, - at maodulus er en
generaliseret udgave af den sedvanlige reelle numeriske wverdi,
og at modulus i al vesentlighed har de samme egenskaber som den
reelle numeriske verdi. Dette kommer os +il nytte, n&r vi nu
skal til at opbygge en infinitesimalregning for komplekse

funktioner.

Infinitesimalregningen dekker blandt andet over Dbegreberne
grenseverdi, kontinuitet og differentiabilitet. Disse begreber,
som allerede er kendt fra den reelle funktionsanalyse,

resumeres nedenfor.



Funktioner fra de reelle tal til de komplekse tal, Side &

Lad f vere en reel funktion, og lad *teeR og =zeR. Hvis der for
ethvert e>0 findes et 60 sdledes at:

{t—tal <& =2 1 £E)—al e,

siges f(t) at have gremnseverdien a for t gaende mod tos. Dette

skrives
£(t) - a for t = to.

Hvis grenseverdien falder sammen med funktionsverdien, d.v.s.

hvis
f(t) =2 f£lto) for t - t,

siges f at vere kontinuert i to. Hvis der yderligere findes et

ceR sAledes at

/

£ F Chad
t-to

+ o« for t =2 *to,
siges f at vere differentiabel i to med differentialkvotienten

. Dette skrives f' (te)=cot.

Det fremghr af ovenstéende resumé, at begreberne kontinuitet og
differentiabilitet bygger p& grenseverdibegrebet. For at udvide
begreberne kontinuitet og differentiabilitet til ogsé& at
omfatte komplekse funktioner, er det altsd nok at generalisere
grenseverdibegrebet, og derefter lade definitionerne Pa

kontinuitet og differentiabilitet sté& (nmsten) usndrede.

Af definitionen ses, agrgrmnsevmrdibegrebet er defineret wved
hjelp af de numeriske vardier af t—-te og f(td)-a. Da vi allerede
rAdder over en generaliseret version af den reelle numeriske
verdi, nemllg modulus, kan wvi blot erstatte numerisktegnet
omkring f(t)>-a med modulus. Dette er begrundelserne for de

feolgende tre definitioner:



ev—

Funktioner fra de realle tal til de komplekse tal, Sida &

Definition 2. Lad f vere en kompleks funktion, og lad teeR, apg

z:zC. Hvis der for ethvert >0 findes et §>0, saledes at

fLt—tel <& =2 Modd(f{t)—-z)<e,

D
Ui
'—l.
-~
ot
S
Q
o

]

jars
-,
[l

have grenseverdien z for £ gaéaende mod te. Dette

i
e
Lz
=
<
0]
]

f(t) =2 =z for £t =2 toa.

Definition 3. Lad f vere en kompleks funktion, og lad teeR.

Hvis

FALtd 9 £ Ched for t 3 e,

siges f at vere kontinuert i +*o.
8

Definition 4. Lad £ vere en komplelks funktion, og lad teR.

Hvis der findes et «x=C, saledes at

giges f at vere differentiabel 1 t¢ med differentialkvotienten

, Dette skrives f£' {(to)=a.

I ovenstéende definitioner er det stiltiende forudsat, at i er

defineret i hele R. Den eneste begrundelse for dette er

Hh

overskuelighedshensyn., Man kunne lige =& godt forudsatite, at
var defineret pa =2t delinterval af R, og at te tilherte dette
delinterval. I definitionen for grenseverdl behsvede man endda
kun at forudsette, at f wvar dJdefineret i en udprikket omegn

omkring te.

Hermed har wvi faet Xlaret det definitionsmmssige grundlag for
<]

den komplekse infinitesimalregning. Det skulle fremga, at

definitionerne ligger meget teet ap ad de tilsvarende




Funktioner fra de reelle tal til de komplekse tal, Side 7

definitioner i den reelle infinitesimalregning. I praksis er
der faktisk ingen forskel. Alle de regler, man har udviklet
inden for den reelle infinitesimalregning, er ogsa gyldige 1
den komplekse infinitesimalregning. En undersegelse (som Vi
springer over) af beviserne for disse regler viser nemlig, at
de alle kan fores tilbage til egenskaberne ved det reelle
begreb, numerisk verdi. Ifelge setning 2 besidder modulus de
szamme egenskaber. Det wil sige, at bevisernme for reglerne 1 den
reelle infinitesimalregning kan bruges (nmsten uandret) som
beviser tor de tilsvarende regler i den komplekse

infinitesimalregning.

Herefter kan vi for eksempel tillade os at benytte alle de
sedvanlige differentiationsregneregler i forbindelse med
differentiation af komplekse funktioner. Hvis f og g er to
differentiable komplekse funktioner, er savel f+g som f-g og

fog differentiable komplekse funktioner, og

L1 (fHgd ! = £y
(2) (f-g)' = £'-g'
(3) (fog)' = f'ogtfeg'.

Hvis man yderligere forudsetter, at g(t)z20 for alle t 1 et

interval, s& er f/g differentiabel i dette interval, og

ay & o gedimgell

2
oA

M

Reglen for differentiation af sammensatte funktioner kommer i
den komplekse infinitesimalregning til se saledes ud: Lad f

#re en kompleks funktion, og lad h vere en reel funktion,

<

=&ledes at verdimengden for h er indeholdt 1 definitionsmmngden
for £. Hvis f og h er differentiable, er foh en differentiabel

kompleks funktion, og

(5) (f£oehd' (£) = £' (h{Ld)deh' (LD



PDvalse

Fumktinper fra de reelle tal til de komplekse tal, Side 8

funktioner:

Differentiér hver af
f(t) = t+jt2
gty = (E+jhd (1L+3510
het) = 3{L+1)+jsin(tE+tdt-8)
- . .
s ey = DBAIIEIY
5t+2]

Pvelse 4. Geor rede for, al funktionen

f(t) = cost+isint

tilfredsstiller differentialligningen

frehy = jE£ky.

de

folgende



DEN KOMPLEKSE EKSPONENTIALFUNKTION

En vik&rlig reel eksponentialfunktion har et funktionsudtryk af

formen

(L) = ek,

hvor keRV{0}. Sadanne funktioner er uundverlige, n&r man skal
baskrive visse typer af naturfenomener, for eksempel

radiocaktivt henfald eller biologisk vekst.

Imidlertid wville anvendelsesomrédet vemre meget sterre, hvis k
ikke noedvendigvis skulle wvere et reelt tal. Erfaringen viser
nemlig, at hvis man blot kunne tillade k at vere lig med j, =a
ville man vere 1 stand til at give en elegant beskrivelse af
endnu flere fenomener. Senere skal vi se, hvorledes dette
praktiseres inden for vekselstremsteorien. Men ferst skal vi

koncentrere os om at tillegge funktionen

fdty = git

en fornuftig mening. I den forbindelse er der mange hensyn at

o+

age. For det forste m& definitionen af e't ikke vmre =a
restriktiv, at der slet ikke findes nogen funktion, der kan
leve op til kravene. For det andet m& definitionen helier ikke
vaere si leos, at den tilfredsstilles af mere end én funktion.
Hvis dette wvar +tilfeldet, ville man ikke wvere klar over,
hvilken af de mulige funktioner, der var tale om. Og endelig,
for det tredie, m& man Lkreave, at funktionen, e, har alle de
vaesantlige egenskaber, man er vant til fra de reelle
eksponentialfunktioner, akt, hvor keRN{0}. Det er jo netop

disse egenskaber, der ger funktionerne s& anvendelige.

For at tage hul p& problemet, resumerer vi ferst, hvad det
egentlig er, der karakteriserer en reel eksponentialfunktion.
Dette er ikke helt ligetil. Eksponentialfunktionerne har nemlig

ikke noget aritmetisk funktionsuditryk, s&ledes som tilfsldet er



Den komplekse eksponentialfunktion, Side 2

med for eksempel andengradspolynomier. Alligevel er det muligt

at give en entydig beskrivelse af funktionen, e*'.

Setping 1. Lad keR\V{C}. Funktionen, Ifd{Li=e**, er den eneste

funktion, der tilfredsstiller folgende fire krav:

1o f: R = R
(23 £(0) = 1
(3> f er differentiabel

(4 f' = kI

-

Pevizs: Fra den reelle funktionsanalyse wvides, at funktionen,
f(tr=e*t, eksisterer, og at den har de fire nzvnte egenskaber.
Dette vil wvi ikke Xomme nernere ind p& her. For at bevise, at f

er den eneste funktion med disse egenskaber, antager vi, at g
er en funktion, der har de samnme egenskaber. Vi skal s& blot

bevise, at g=f. Det gor vi ved at undersege funktionen:

s o BLED
h{t? Tt

Ifolge (1) er bade f og g defineret i hele R. Da f(t)=e"*#0 for
alle teR, er h defineret 1 hele R. Ifelge (3> er f og g
differentiable, og da f(t)»#0 for alle *teR, er h differentiabel

i hele R, og differentialkvotienten i et vilkérligt teR er:

F g CBY—F' (Bd g (h
(F(L))7

£ (4 leg (B —kf () g (h)
(£ (£))?2

h' (t)=

(jvi. egenskab 4))

= 0,

Da h'(t)=0 for alle +teR, er h konstant, h(td=c. Konstanten, c,

kan beregnes ved anvendelse af egenskab (2):

gty _ogdld _ 1
sty 2 ° T Fq -1 b
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Alts& er h¢t)=1 for alle +%teR. Men det betyder, ifelge
forskriften for h, at f(t)=g(t) for alle +teR. Hermed er

setningen bevist.

Da de fire egenskaber, der er nevnt 1 setning 1, entydigt
karakiteriserer den reelle eksponentialfunktion, f(tr)y=e*t, mi
alle egenskaberne ved f p& en eller anden made vere indlejret i
dizse fire. En biolog ville nok udtrykke det p& den made, at de
fire egenskaber indeholder funktionens komplette arvemasse. Nar
vi skal finde en kompleks udgave, elt, af den reelle
eksponentialfunktion, ett, vil det alts& vegre en god ide, at
lede efter en kompleks funktion med de samme fire egenskaber.
Vi skal blot i (1> skifte sekundsrmsngden, R, ud med C, og i
(4) erstatte k med j. PA den midde overtager den nye funktion
hele arvemassen, sadledes at den automatisk far de samme

egenskaber som den reelle eksponentialfunktion.

Nar man =ammenholder wvelse 4 1 foregiende kapitel med
egenslkaben (4) 1 setning 1, f&r man en formodning om, at

funktionen f{(t)=costt+jsint er en god kandidat til posten som

kompleks eksponentialfunktion.

i
[

)

mtning 2. Funktionen, f(t)=cost+jsint, er den eneste funktion,

der tilfredsstiller felgende fire krav:

(1 £f: R =2 C
(2) £C0)=1
(3) f er differentiabel

4y £'=3¢

Bevis: Ferst skal det bevises, at f virkelig tilfredsstiller de

fire krawv. Det er forholdsvis let, at bevise, at f Thar
egenskaberne (1)-(3), Dette overlades til Ilsseren. Endvidere
fremgadr det af gvelse 4 i foregléende kapitel, at £ har

a
~genskaben {(4). Dernwest skal det bevisesm, at f er den eneste

funktion med de anglvne egenskaber. Antag derfor, at g er en
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funktion, der ogsad har egenskaberne (1)-(4), Da Mod(fi=1 (jvi.
ite

vaels

=
0]

2 i foreglende kapitel) er f(t)20 for alle teR. Derfor

er funktionen

defineret 1 hele R, PA precis samme mAde som 1 beviset for
setning 1, kan man nu bevise, at h{(t)=1l for alle teR. Derfor er
fitd)=g(t) for alle teR. Detie afslutiter beviset for setning =.

P4 grund af det nere slatsskab mallem den reelle
elkkesponentialfunktion, akt, Og den komplekse funktion,

cost+isint, kan vi tillade o= at benytte de samme betegnelser:

Definition 1. Den komplekse eksponentialfunktion er den

funktion, der er fastlagt ved forskriften
elt = costt+isint

Pvelse 1. Lad r og v vere reelle tal med r?0. Lad endvidere det

komplekse tal =z vere givet ved z=re’v. Find Mod(z) og Arg(z).

Pvelse 2. Omskriv hvert af nedenstiende tal til formen atjhb,

hvor asR og bheR:

1) eimsz 2) eir 3) 3e!wss

4y a9 5) Ted 6) je-insz

fvelse 3. Omskriv hvert af nedenstéende tal il formen rel!v,

hvor reR, r20 og veR:

15 1+j 2y -1 3y 7
4y j 5) 3+4j 6) 0



Den komplekse aksponentialfunktion, Side 5
Pvelse 4. Lad =z o w vere givet ved henholdsvis z=2e? og
w=6e®?, Find Mod(z), Arg(z), Modiw) o Argiw). Benyt disse
resultater til at finde Modlzw) og Arg(zw), Skriv til slut zw

pa formen redv,

Avelse 5. EBEenyt samme fremgangsméde som i ovelse 3 +til at

bevise, at for vilkirlige reelle tal, u og v, gelder:

eaue.iv = ej(u-v-v) .

Kunne du pa& forh&nd have sagt, at denne: formel mbdtte vare

L)
zyldig?
dvelse 6. Gor rede for, at (e!')'=jelt,

Pvelse 7. Bevis, at funktionen, f£(td)=e!t, er en lesning til

differentialligningen, £''=-f.

x

Puelse ﬁ; Differentiér funktionen f(t) = TFeitzt-22,



REELLE VEKSELSPAENDINGER 0OG —STRUMME

En reel vekselspendi er en elektrisk spending, der varierer

med tiden efter en forskrift af formen

ult) = Ucosdlwt+d),
hvor u(t) er spendingens verdi til tidspunktet t. Tallene U, w
g # er reelle, og U220, og w>0. Enheden for udt) er volt, og

tiden males i sekunder.

Vekselspemndingen er periodisk med en periode, T, der er bestemt

ved, at wt+g vokser med 2 i lebet af tidsrummet T:

W(t+Tr+g = wt+d+2n

2 wttwT+y = wh+d+2m
2 wlT = 2n
2 T = an

w

En periode varer altsd T sekunder. Antallet af perioder per

sekund er derfor 1/T7. Dette tal kaldes vekselspamndingens

frekvens, f, som har enheden sec™ = Hz = Hertz:
_ 1 w
£ =57 2x
Tallet, w, som er proportionalt med frekvensen, kaldes

vinkelfrekvensen:

I lobet af én periode gennemlpber u(t) alle verdier mellem —U
og U. Tallet U kaldes vekselspmndingens amplitude. Den angives

ligesom u(t) i enheden vol%:

U = maxiudt 1.,
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Vinklen wt+g kaldes vekselspandingens giebliksfase. For =0 har

denne verdien g, s0om derfor kaldes vekselspendingens

hegyvndelsesfaze. Bavel ajebliksfasen som  begyndelsesfasen

angives 1 radianer,

PBvelse 1. Nedenstéende figur viser

grafen for en reel

vekselspending. Find vekselspendingens frekvens og amplitude.

uct?
AN

T AN

ALy \ /
J I ] | ll 4 L1 \. ] I li\
3 I /

T

\ i i
\ T ] ,
0.z /"
N/
S

Avelse 2. Onmskriv

formen u(t) =

Ucos

hver af nedennevnte vekselspendinger til

(Z2rft+g>, med Uz0 og £>0:

1) udt) = 3sin(200nt)
2)Y udt) = —-cosGont)
3) u{t) = 3cos(l00nt)+4sin(100mTL?

(Hint: Ved omskrivningen af den tredie vekselspending kan man

forst beregne lsngden, r, og retningsvinklen, v, for wvektoren
(3,4). Derefter erstattes 3 o0z 4 med henholdsvis rcosv og

rsinv. Til sidst benyttes en formel for cos{x-yl).

Avelse 3. Den vekselspending, der findes i en almindelig
europmisk stikkontakt angives normalt at have frekvensen 50 Hz

og amplituden 220 volt. Men de 220 volt er den sakaldte

effektivverdi, Uerr. Sammenh&ngen mellem den virkelige
amplitude, U, og dens effektivverdl, Ugrr, er givet ved
U2=2 (Jgee 7 2. Opskriv pa dette grundlag et udtryk for

veksel=pendingen.
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En reel vekselstrem er en elektrisk strem, der varierer med

tiden efter en forskrift af formen:

i¢t) = Icos(wht+g),

hvor 1i(t) er vekselstremmens verdi til tiden t. Tallene, I,
og #, er reelle, og 120, og wr0. Fa samme made som tilfeldet
var med vekselspaending, kan man tale om vekselstiremmens
periode, frekvens, vinkelfrekvens, amplitude, wsjebliksfase og
begyndelsesfase. Den eneste forskel er, at i{t) og I angives i

enheden ampere.

-



REELLE VEKSELSTRUMSKREDSLIIRE

Modstande, kondensatorer o spoler udger de grundleggende
komponenter 1 passive elekironiske vekselstremskredsleb. At et
kredslsb er passivt betyder, at der ingen steder i1 kredslebet

forekommer signalforsterkning.

Fer vi kan begynde at analysere vekselstremskredsleb, er vi
ngdt til dels at se pa, hvorledes de tre grundleggende
komponenter fungerer hver for sig, og dels at repetere

Kirchhoffs to lave.

Hvis man legger en elektrisk spmnding over en af de +tre
grundleggende komponenter, vil der opstd en elekitrisk strom
igennem den. Eller omvendt: hvis man sender en elektrisk strem
igennem komponenten, vil der opstéd en elektrisk spending over
den. Hver af de +tre komponenttyper er karakteriseret wved en
relation, som angiver, hvorledes sp&ndingen oF stremmen

afhenger af hinanden.

Forst ser vi Pa en modstand. Dens

modstandsverdi, R, angives i1 enheden Q@ <(ohm). 3
Modstandsverdien er bestemmende for forholdet +
mellem spmndingen over modstanden og stremmen u R

igennem den {(ohms lov):

ult) = Redi (L),

Sterrelsen, C,'a‘ en kondensator angives 1
enheden F (farad). Fra ellmren vides, at der
hersker folgende relation mellem strommen

igennem kondensatoren og spzndingen over den: - u —C

i{t) = Ceu' (L),

Det ses, at stremmen i en kondensator til ethvert tidspunkt er

proportional med den hastighed, hvormed spesndingen mndrer sig.
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Hviz spendingen slet ikke endrer sig (jevospending), vil

sbtrommen vere nul ampere.

Sterrelsen, L, af an spele angives i enheden

T < ’ . i
H ‘henry). Relationen mellem speEndingen over .
, .

Tﬁﬁj

zpolen og strommen igennem den er givelt ved: F N

i A wJ I p]

u 2L
%
uitr = Ladi' L) - MA—J

Man kan pad mange mader opfatte spolen som et modstylkke il
kondensatoren. For spolens vedlkommende e sp@ndingen  til
zthvert tidspunlkt proportional med den hastighed, hvormed
strommen e@ndrer sig. Hvis strommen slet ikke e@ndrer sig

{jmvnstreom), vil spendingen vere nul volt.

Relationerne for de tre grundleggende komponenttyper gmlder
uathengigt af, hvorledes stremmene og spendingerne varlerer med
tiden. Specielt er relationerne gyldige for vekselspesndinger og

velkiselshtromme.

Pyelze 1. Gennem en modstand p&a 470 @ leber en vekselstrem, som

er givet ved:

Find et udtryk for spendingen over modstanden.

[}

Glvalse 2. En kondensator p& 330pF (u=micro=107%) patrykkes en

veltzelspending, som er givet ved:

ult) = 1,59«cozs(314,2%L),

Find et udbryk for stregmmen i kondenszatoren. Hvilken amplitude

og hvilken frekvens har strommen?
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@velse 3. Gennem en spole p& 10mH (m=milli=10-7) leober en

vekselstrem, som er givet ved

i¢t) = 0,15.c0s(10000%).
Find et udtryk for spendingen over spolen. Hvilken amplitude og

hvilken frekvens har spendingen?

T&r man g&r igang med at analysere et vekselstremskredsleob, er
det praktisk at forsyne diagrammet med betegnelser, som angiver
vekselspendlingerne og vekselstremmene pd -strategisk vigtige
steder, ¥Man kalder dette at dekorere diagrammef. De =mé&

disgrammer, der er vist tidligere 1 dette kapitel, er eksempler

)

]

24 dekorerede diagrammer.

Ved angivelse af velkselspsndingen mellem %o punkter 1i et

o
diagram, skriver man "+" ved det ene punkt og "-" ved det
andet, Jmellem di=se to tegn skrives navnet Pa
vekselspendingen. Denne skriveméide er npdvendig, fordi

spendingen ustandselig skifter mellem at vere positiv  ag
negativ, Det punkt, der er markeret med "+" er det, der i den

positive halvperiode har det hejeste elekiriske potentiale

Vekselstrommen 1 en ledning angives i diagrammet ved hjelp af
en pil p& den tilsvarende forbindelseslinie. Ved siden af pilen
skrives mnavnet pa& vekselstremmen., Pilen viser, hvilken ve]

strommen leber i de halvperioder, hvori den er positiv.

Foruden relationerne for de ftre grundlmggende komponenter [ar
vi som sagt brug for Kirchhoffs to love for elektriske netverk.
Dizsse love gmlder helt generelt for wvilkarlige spondinger og
stremme. Derfor gelder de specielt for vekselspendinger og

vekselstromme. Lovens ombtales undertiden som henholdsvis

Kirchhoffs stremlov og Kirchhoff= spendingslov.
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Kirchhoffs 1.lov siger, at summen af de streomme, der leber ind
mod et forbindelsespunkt, er
lig med summen af de stromme, - N e MU & & 4 TR -
/ | EEREI | Y =
der lwber bort fra punktet. For IR 1y
de stremmes, der er vist pa g
Vip
hosstdende tegning, pmlder
s=&ledes, at irgtic=ic.

Kirchhoffs 2.lov siger, at den samledes spmndingsforskel over en

serieforbindelse i =t kredslab
+o R = 4L ' i

ar lig med summen af de enkelte s T

o . i ] X
spendingsforskelle. For spmo- + s

()
dingerne p& hosstéende tegning 4. ﬁUL
h
gelder siledes, at u=ustuc—uL.
- +

Hemerk, at spendingerne skal ®

regnes med fortegn.

Ved anvendelse Kirchhoffs +to love, sambt relationerne for
modatande, kondensatorer og spoler, er man i princippet i stand
£il at analysere alle passive vekselstremskredsleb. I praksis
er sandheden imidlertid en ganske anden. Det felgende eksempel
viser, at selv med et forbholdsvis lille kredsleb kan man stede

ind i store beregningsmessige problemer.

Ekxsempel Lo I hosstiende

diagram symboliserer u an i i
vekselspending, som patryklkes * ; i E* [ +
kredslebet udefra. Shroemmen, i, b *‘ii F W
er den resulterende strem ind i U, i — ;
kredslebet., Vi =skal finde ud - L ﬁ "
af, hvilken relation, der - f e
hersker mellem u og i, Da

spendingen over kondensatoren er u, og da Str@mmén igennem den

ar i,;, har wvi:
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<
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3

il
-

I

[

Streammen, iz, lober gennem modstanden. Daerfor er:
Ur = Riz = R{i-Cu');
men iz leber ogsid gennem spolen, sdledes at:
ue = Liz' = LA-Cu')' = L{i'=Cu''),
Ifolge Kirchhoffs 2.lov gemlder derfor:
u = ustur

2 u = R{G-Cu')+L{i"'—-Cu"')
Ri—-RCu'+Li'-LCu'""’

= u

2 LCu''+RCu'+u = Li'+Ri.
Hermed er den segte relation fundet. Det ses, at der
en differentialligning af anden grad, Lad os for

skyld antage, at vi kender udtrykket for 1i:

i(tY = Icoslwb+g).

]
e
]
5

1'<(t) = —wlsinlwt+g),

War dette indsettes i differentialligningen, far vi:

se af dette, =amt Kirchhoffs 1.lov, f&s et udtryk

er Ltale om

eksemplets

LCu' ' (L)+RCu' ¢t +u k) = —wLlsin(wttg)+RIiIcoswitgd).
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Spemndingen ar altsa en lesning til en 2. ordens

differentialligning.

Generelt gelder, at hvis man vil analysere el
vekselstromskredsleb, hvori det samlede antal af kondensatorer
og spoler er n, s& mi man vere indstillet pd at skulle lese en
eller flere differentialligninger af n'te grad. Hvis man for
eksempel vil analysere et kredslesb bestiende af en modstand,

tre kondensatorer og to spoler, hvilket i1kke er ualmindeligt,

=

m& man vere indstillet p& at skulle lose en differentialligning
f 5.grad. Detfte er nemsten uwoverkommeligt. Derfor har man i

a
tidens leb forsket meget 1 alternative beregningsmetoder. 1 de
folgende kapitler skal vi se, hvorledes de komplekse tal gor

det muligt helt at undg& differentialligningerne.
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LOMPLEKISE
VEKSKHEILESPANDILINGER OG —STRE2MME

elspending pé formen

med U200 ap w20, har man o L matematis=k udbryk for en wvivkelip,

Lommalse  mead

Fyzisl spending. Graten (or uw oer 1 A i ovaren
det billede, man far frem pd et oscilloscop, nadr spendingen
tilieres ascilloscopebs yv—indgang. Derlor kon man lelb fole sig

— - '

pvarbavizt om, alt udbrvikkel er den bedst mulige matematis

model af den fysdiske velkselapmnding

imidiertid kunne det vEmre, at vekselspendingen er merve

. Man kan forestillie =i

hammelizhedsfuld end sow -, ab det,
man oplever af vekselspeodingean, kun er en éndimensional
nrojektion af en todimensional konplelks vekselspmnding, =som man
wlot dkke har =manser il at registrere i fuldbt omfang. Det kan

me andre ord wvaere, at den fysiske velkselspanding kun er

realdelen: af 21 kompleks velk

l=peEnding, hvis= imaginerdel

]

hidtil har veret ukendt.

Faktisk wviser det sig, at hvis man leger videre wed denne
tankes, kommer man frem til en ny matematisk model, =som er langh

rhammssly end den gamle., Det bebyder dikke, at vi

£il har haft en forkert erkendelse af vekselspandingernes

ikke har weret

natur, men blot at den malenatizke beskrivel

den bedst mulige. Vi laver ikke om p& den fysiske verdsn ved

3t indfere nyve skhrivembdder., De fysiske vekselspeudinger og

wmine:, wmom de wvar bidligere.

sromue er ganshe de

A gode grunds kan vi  ikke wvide, hvaordan vekselspondingens
eventuselle imaginwerdel =er ud, og intet [ysishkh forseg vil kunne
hjelpe os til en erkendelse af deo. Men vi kan lade os leds af

henzynet +il den beregningsmessige brugervenlighed., Herunder

p4, at Kirchhoffs love samt relationerne for

modstande, kondensatorer o spoler stadig ber vaere gyldige.

[}
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peudingens funkblonzforskritt bliver serlly simpel, hvis

vi antazer, at dens lmpaginerdel er Usinfwbtg);  thi =40 han

& L g e -8 .
vekselszpendingen omskrives sidlede

nity = Uoozmlobedd+rillsin tottd0

= Jroogzmdobtdrtisindmbtyg )

— ‘UC,_;\A.\tt-;ll.

valg af dmaginerdel har yderligere den fordel, at u

vt er periodisk, og at perioden er den samne som perioden

far den tilsvarande reelle vekselzpending., Det skyldes, at

savael onosl{whtd) som ziniwbtd) er paeriodisk wed periocden T=21/w.

Al tsd definerar v at =1

= funkbion med en forskrifbh al formen:

womple

‘.l('i',-." — Uejnut»cgn‘

hvor L

{5y
g
]
o
BN
IL
5
J
1
{

reelle konstanter med U:0 og wr0, Enheden for

o

i
1
<
8}
Sud

uity o U o=

ilsw

=
e

~ende definerer vi, alt en kompleks

er S

kompleks funktion mad en af formen:

L(tY = Iesfotryy

hvor 1T, w og ¢ er reselle konstanter med 120 og w>0. Enheden for
ity og I er ampere.
Som tilfwldet var med reclle wvelkselspendinger o —stromme, kan

man  definere bagreberne  peric

e
Ty
=
(o
-
irh
i

fraelvens,

B

aunl i bude, aishlil

vekzelspendinger op -—stromme,

il

1 de samme anhedoer som hidbil, og:

i
L~
1

T = i} £f = 0= w = 2t =

..,
=
)
~—
an |
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=

Gyelze 1. Lad u vere en 2lspending waed amplituden 5 volt,
frekvenzen 50 Hz og begyndelsesfasen 0 radianer. Opskriv
udtrykkene for u p& henholdsvis reel og kompleks form.

Lad w wvime en kompleks vekselspmoding., Sa er
fMod (u ) konstant Tig  med valkse lapepudingens amplitude, og,
Arg (uitlds € 14 izl veoltselspendingans ejeblikosfase. Lrex
Lils for modulus o argument al en kompleks

weldendea,

B2

iny

elkzal =pend

-

u,

k) = Ugdtwtedr,
hyor U, o oz 4 er reelle, oz Ux0,

hestemh ved:

har forskriften:

o wr0. Fa er Modiu b))

IY.I.OC]. "\U CEYY = I"’LD(‘] I [J’ej Cubl+pa
= Mod (I Mod (edturrdry
= Uel

1.

Dette viser, at Modifu(t): er konstant
smplitude. Herafter uwdregnes Avgiuih)

= b

Arg(udhdd Arg (Ugdius?

Avg, ¢

iry -4 - fmd g
Ud+hrg (el

Ottt

= whttd.
RN ) al Argiudtd ar lig

oiebliksfase Darlfor 21 zwtningen
o wr

vekzelzprendinger. P4 zamme made kan ma
o g for homplekse velzelsbranne.

lig mad veksel:

ingens

X3

v lsa b

mecl spandingens

rigtis For kompleksae
n bevize, abt smebtningen er
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24 Lad wu wvare en kompleks vekselszpending. Nar

wennemlober R, wvil wul) gennemlebe en bane 1 den komplekze

talnlan, Giv en bhaskhkrivelse af denne bane.,

via s AL

'

Saltoins. 2. Lad k wvere @en komplel:=s konstanl, Hwis u e en

komplali: veksolzpandi ng, = =39 ku g 20 Tomp e o

smlcder [or Fomp Le ks

lapaending. Fn tdlaevaraends
; £

=TT EIna

Nar u er en kompleks weks

lspending, har u an

a4 formano: .

- = Tfesdtt v
O L

ra

we R, del, U0 oz w0, Vi skal blob vise, at ku har e2n

-
i)

re
i

v e R

t

mamme  form:

Ly
=

forskrii

=

b

ku (hy = Jgligdteten)
= Mod (hyedfratki[Jortete
= Mol (;]r\- YU @dnratk i1 cmt s

- J',‘[‘—J,_-‘i :\l: , ];L? Jtwbtrprfrgol 32 g

wi R, gHArgdoel, Mod kU0 og w2, har lu daen

Detbte viser, abt cmlinlogan er vigtig for

=t ramuna

1

veltzelspendinger. I tilfmldal wmed hkomplelkse wvalk

=]

Y
Tl
[N
T
oI
T

i
il
5
vd

Lrninpen pa analog wmhde,

Sbning S5, Hvis u op v oer to komplekse wvekselspendingor med

ey
=i

zamne frekvens, 2r utv ozFs4 en kompleks velksel=spending.

tilavarendse egenzkab gmlder for hkomplekse vekselstremme.
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SO TR frekvens '

i

vinkel frekvens

]

vinkelfrekvens., Danne folle:

v forskrifter =zf formen:

har Jde ogsd  samne

kaldes w. S& har u

u Ty, = U_;,_,J'.:.\lu—s,l r-_);,?; LR ) = \]‘ejﬂutﬂ-\u’

reellea, oF

hvor i, v, A d ey er Z

Forzkrifiten for utv er da:

Cu+=xr Y () u k) 4w (R

-”E'_“’. {whtad I_i.v'c‘jtu ey

— ljD""”E""?VG‘."”Le’“’

= (U tt-tNaId)advt,
Da tallebt 4 parentesen er en kompleks

e 0, V20, o w0,

konstant, oz da

funkitionen e er en kompleks vekselspending (med amplituden

¥ woits O

o begyndelses

2, at utv er en kompleks vekselspending.

halvdel af sebningen bevist, Den anden halvdel bevise

panske tilsvarend mécle .

Uft:) = Il;}"S—i :)e.inlw'-vnnﬁl.

Find funktionsudtryklkens for fuonktionerne
Benyt derefter disse resultater

funktionsudtrykket for w pi standardformen:

u <!_) o Uejlu‘.-*.‘-"’

hoor U, w og # er reelle, og Uz, og wr(d,

QO rvadianer), felger det af sstning

Harmed er den ene

y o

Yl
o

el

I'.J

u vaere den komplehkse vekselspending, der har

Modduy o Argtud.

£l Atk skrive
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bewvi

= 4, Omskri
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it = dedt TOotrzo _‘_,5;:‘ JLTO0Le3

zLandardforn

U, w og ¥

for =mhn

=200

lJ‘:’-" Cuwrtor ) y

er realle, ag Uz0

bevizet for mmbning

ing 2).

¥

e
Iy

i 1,
= 5)
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o

=
et
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&
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KOMPLEKSE VEKSELSTROMSKREDSLIZRE

I kapitlet om reelle vekselstreomskredsleb s& vi pé& de

relationer, der beskriver sammenhengen mellem spsndingen over

og strommen igennem modstande, kondensatorer og spoler:

MODSTANTD KOMDENSATOR SPOLE
i i i
B \ *,
. > £ 7 " 2
+ + +
1, 2
U R u ——C u BL
u = Ri i = Cuw’ w = Li’
Dis=e relationer er som nevnt gyldige for reelle
vekselspendinger og -stremme. Nu kunne det vere rart at

arrangere et lille fysisk forseg, som kunne fortzlle os, on
relationerne cgsi& er gyldige for komplekse vekselspmndinger og
-streomme. Men det lader sig desverre ikke gore, fordi komplekse

vekselspendinger og -stremme ikke er fysiske f&nomener. De’

eksisterer kun i form af matematiske skrivemader. Den eneste

m&de, hvorpad man kan afgere, om relationerne er gyldige for
komplekse vekselspendinger og -—-stremme, er, at underssge, om
de forer til korrekte resultater, n&r spendingerne og sirgmmene

skrives pad kompleks form.

Lad os starte med at se p& en kondensator pad C farad. Vi vil ga

ud £fra, at spendingen, u, over kondensatoren

er en kendt fysisk vekselspending med i

A e
amplituden U, vinkelfrekvensen (A ag +

w —

begyndelsesfasen ¢. Ud fra disse oplysninger

beregner vi stremmen, i, gennem kondensatoren

P& to forskellige méder.




Komplekse vekselstrgmskredslgb, Side 2

Forst opfatter wvi u som en reel vekselspsmnding. I dette

tilfelde véd vi, at strommen kan beregnes sdledes:

id¢t) = Cu' ()
= C(Ucos(wkt+g) !
= —wCUsin (wt+g)
= wClUcos{wt+g+n/2) .,

Heraf ses, at strommen gennem kondensatoren har amplituden wCU,

vinkelfrekvensen w og begyndelsesfasen g+n/2.

Dernest opfatter vi u som en kompleks vekselspending. S& véd vi
ikke, om relationen for en kondensator geslder, men hvis vi
prever at bruge den, far wvi:

idted Cu' ()

] C(Ue“"“”) '

- ijUeJ(uL-&ﬁJ
= ejw/zmcUeitut-rﬁ)
= CUedn/2+itutes)

= wCUeJ(utﬂ'ﬂ‘rwa).

Heraf ses igen, at strommen gennem kondensatoren har amplituden
Wi, vinkelfrekvensen ww o0 Dbegyndelsesfasen g+n/2. Dette
resultat stemmer fuldstendigt overens med det foregiende. Altsa
er relationen for en kondensator gyldig for komplekse

vekselspendinger og —stromme.

Avelse 1. Bevis, at relationen for en spole er gyldig for

komplekse vakselspendinger og -streomme,
(Hint: Antag, at strommen er kendt. Opfat den

i
~,
forst som en reel vekselstregm og beregn + L

spendingen. Opfat dernmst strommen som en w 'éL
-

kompleks vekselstrem og beregn igen spendin—

gen, Sammenlign til slut de to resultater.).




Homplekse vekselsirgmskredslgb, Side 3

Pvelse 2. Benyt samme fremgangsmade som i den

foreglende svelse til at bevise, at i
relationen for en modstand (ochms lov) ferer *h

£il et korrekt resultat, n&r den anvendes i u R
forbindelse med komplekse vekselspmndinger og L
-stremme.

Ovenstéende undersegelser viser, at man £rit kan Dbenytte
relationerne for modstande, kondensatorer og spoler, - ogsa

selvom de indglende vekselspendinger og -stremme skrives pa
kompleks form. P& en nzsten tilsvarende mide kan man eftervise,
at Kirchhoffs to love ferer +til korrekte resultater, nar de

anvendes p& komplekse vekselspmndinger og —stromme.

Med relationerne for de +tre grundlazggende komponenttyper samt
Kirchhoffs love i baglommen er vi formelt rede til at analysere
komplekse vekselstremskredsleb. Men det vil hurtigt vise =ig,
at analyserne kommer +il at ligne de reelle analyser til
forveksling, og dét var jo ikke netop formé&let med at indfore
compleks notation. De tilsyneladende manglende fremskridt
skyldes, at vi endnu ikke har set de virkelige fordele ved

komplekse vekselspendinger og —stromme.

Det fremgik af kapitlet om reelle vekselstremskredsleb, at hvis
det samlede antal af kondensatorer og spoler i et kredsleb er
n, s& resulterer en analyse i en differentialligning af n'te
grad. Det hmnger selvfolgelig sammen med, at relationerne for
kondensatorer og spoler hver iser indeholder en
differentialkvotient. Sa&dan er det imidlertid ikke med ohns
lov. Netop derfor er rene modstandskredsleb ret lette at

analysere.

Den neste setning viser, at nar man bruger kompleks notation,
f&r relationerne for de tre grundlzggende komponenttyper samme
form som ohms lov, altsa rene proportionaliteter uden

differentialkvotienter.
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Homplekse vekselstrdmskredslgh, Side 4

Setning 1. For komplekse vekselspendinger og -streomme med
vinkelfrekvensen w gelder folgende relationer:
MODSTAMD KONDEMSATOR SPOLE
i i i
e AN . 5 e
e - P
+ + +
u. []R U, —C 13 éL
wn = ZR i un = ZC i n = ZL i

hvor Zx, Z: og Z. er komplekse konstanter, sam er givet ved:
Ze = R Ze = T Zr = JwL

Bevis: For modstandens vedkommende siger setningen ikke noget

nyt, idet der blot er tale om en 1lidt endret formulering af

" ohms lov.

For kondensatorens vedkommende antager vi, at vekselspendingen,

u, har forskriften:

udt) = Ugdtorrer,

S& kan stremmen, i, beregnes:

Cu' (£

= C(Ugscutrsr)?

= juClUgdtut+ss

ideo

= jCudlt),
heraf felger:
udty = Tl"'i(ﬁ) = Zel €D,
JwC

Dette er netop den enskede relation for kondensatoren.
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For spolens vedkommende antager vi, at vekselstrommen,

forskriften:

1¢t) = Ietcurres,

354 kan spendingen, u, beregnes:

u(t)

Li' (%)

= L{Igitutrer)?
— ijIeJ(mL+FJ
= jwLi (L)

= Zo ity

Dette afslutter beviset for sztningen.

Eksempel 1 Vi skal igen preve at finde

den

i,

relation,

har

beskriver sammenhsngen mellem

indgangsspendingen og indgangs-—

iz

stremmen 1 det kredsleb, vi s
tidligere har analyseret. Men +
denne gang benytter vi kompleks U

notation. Da spendingen over

\f

A

kondensatoren er u, er strpmmen B

igennem den, i, bestemt ved:

u = Zeiy 2 ix = u
Ze

Derfor er, ifelge Kirchhoffs 1.lowv:

Da iz leber gennem modstanden, fas:
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Komplekse vekselstrgmskredsigh, Side 6
Da i» ogsd leber gennem spo?en, fas:
UF = Ziiz.
Ved anvenselse af Kirchhoffs 2.lov fas:
u = uptur = Zriz + Zolz = (Zr+tZldi:
Heri indsmttes det tidligere fundne udtryk for i::

1 i
US (ZetZO G- TSTw = (ZatZodi - 'ZLZZ-LU
L] [+

Nar u isoleres i denne ligning, fas:

1 +
R+jowl,
1+ wC(R+jwl)

Rtjowl
1-w?LC+jwRC

i

Heraf ses, at relationen mellem u og i har formen u=Zi, hvor Z

er en kompleks konstant. I stedet for, som tidligere, at ende
med en differentialligniﬁg af 2.grad ser vi, at den komplekse
kredslebsanalyse ferer til en ren proportionalitet mellem strem
og spmnding. Dette er belenningen for at indfere den komplekse
notation. Proportionalitetsfaktoren, zZ, er en kompleks
frekvensafhengig sterrelse, som kaldes kredslebets impedans.
Impedan=en indeholder al wonskelig information om, hvorledes
kredslebet reagerer p& udefra kommende signaler med varierende
frekvenser. I mneste kapitel skal vi arbejde videre med

impedansbegrebet.



